संबंध एवं फलन 
(Relations and Functions) | 





LZOBVEHDN 


‘4° There is no permanent place in the world for ugly mathematics ... . It may 
be very hard to define mathematical beauty but that is just as true of 
beauty of any kind, we may not know quite what we mean by a 
beautiful poem, but that does not prevent us from recognising 
one when we read it. "०. HHardy 4४ 


. भूमिका (Introduction) 
स्मरण कीजिए कि कक्षा £] में, संबंध एवं फलन, प्रांत, सहप्रांत तथा 
परिसर आदि को अवधारणाओं का, विभिन्न प्रकार के वास्तविक 
मानीय फलनों और उनके आलेखों सहित परिचय कराया जा चुका 
है। गणित में शब्द 'संबंध (R९।३४।०॥ ) ' की सकंल्पना को अंग्रेजी 
भाषा में इस शब्द के अर्थ से लिया गया है, जिसके अनुसार दो 
वस्तुएँ परस्पर संबंधित होती है, यदि उनके बीच एक अभिज्ञेय 
(Recognisable) कडी हो। मान लीजिए कि 4, किसी स्कूल को 
कक्षा ज़रा के विद्यार्थियों का समुच्चय है तथा 8 उसी स्कूल की 
कक्षा जा के विद्यार्थियों का समुच्चय हैं। अब समुच्चय 4 से 
समुच्चय 8 तक के संबंधों के कुछ उदाहरण इस प्रकार हैं 
(0) {(a,b)€ & % 8: 6, का भाई है}, Lejeune Dirichlet 
(i) {(८, 9) € ^ ~ किक } की बहन है], RRP 
(i) {(4,) € 4 » 8: ५ की आयु 9 की आयु से अधिक है}, 
(IV) {(4, 2) € A » 8: पिछली अंतिम परीक्षा में ८ द्वारा प्राप्त पूर्णांक 8 द्वारा प्राप्त पूर्णाक से 
कम है}, 
(०) {(a, 9) € A % 8: ८ उसी जगह रहता है जहाँ & रहता है]. 
तथापि से 8 तक के किसी संबंध र को अमूर्तरूप (^9a८।१९) से हम गणित में 
AB के एक स्वेच्छ (^7७।०7५) उपसमुच्चय की तरह परिभाषित करते हैं। 
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यदि (०, 9) € र, तो हम कहते हें कि संबंध र्‌ के अंतर्गत 6, से संबंधित हे और हम इसे 
4 R 9 लिखते हैं। सामान्यतः, यदि (७, 9) € R, तो हम इस बात की चिंता नहीं करते हें कि 
८ तथा के बीच कोई अभिज्ञेय कड़ी है अथवा नहीं है। जैसा कि कक्षा ज़रा में देख चुके हैं, फलन 
एक विशेष प्रकार के संबंध होता हैं। 

इस अध्याय में, हम विभिन्न प्रकार के संबंधों एवं फलनों, फलनों के संयोजन (co०m़poiti०n) , 
व्युत्क्रमणीय (I०४९7८७।९) फलनों और द्विआधारी संक्रियाओं का अध्ययन करेंगे। 


.2 संबंधों के प्रकार (Types of Relations) 


इस अनुच्छेद में हम विभिन्न प्रकार के संबंधों का अध्ययन करेंगे। हमें ज्ञात है कि किसी समुच्चय 4 
में संबंध, ^ % ^ का एक उपसमुच्चय होता है। अतः रिक्त समुच्चय 0 ८ ^ » ^ तथा 
A » ^ स्वयं, दो अन्त्य संबंध हैं। स्पष्टीकरण हेतु, ९ = {(4, 9): ०-० = ।0} द्वारा प्रदत्त समुच्चय 
A= {।,2,3,4} पर परिभाषित एक संबंध र पर विचार कोजिए। यह एक रिक्त समुच्चय है, क्योंकि 
ऐसा कोई भी युग्म (87) नहीं है जो प्रतिबंध ८-८ = ]0 को संतुष्ट करता है। इसी प्रकार 
R’ = {(4, 0) :।4-}।2> 0}, संपूर्ण समुच्चय ७» » के तुल्य है, क्योंकि ^ ^ के सभी युग्म 
(०, ),।०-४।2> 0 को संतुष्ट करते हैं। यह दोनों अन्त्य के उदाहरण हमें निम्नलिखित परिभाषाओं 
के लिए प्रेरित करते हैं। 


परिभाषा ] समुच्चय 4 पर परिभाषित संबंध र एक रिक्त संबंध कहलाता है, यदि & का कोई भी 
अवयव ^ के किसी भी अवयव से संबंधित नहीं है, अर्थात्‌ = 0 ८A» ^. 


परिभाषा 2 समुच्चय 4 पर परिभाषित संबंध 2, एक सार्वत्रिक (७॥।४९५॥३]) संबंध कहलाता है, यदि 
^ का प्रत्येक अवयव ^के सभी अवयवों से संबंधित है, अर्थात्‌ =^ % 4. 


रिक्त संबंध तथा सार्वत्रिक संबंध को कभी-कभी तुच्छ ((7।४।4]) संबंध भी कहते हैं। 
उदाहरणा | मान लीजिए कि 4 किसी बालकों के स्कूल के सभी विद्यार्थियों का समुच्चय है। दर्शाइए 
कि र = {(८, 2) : 4, 2 की बहन है } द्वारा प्रदत्त संबंध एक रिक्त संबंध हे तथा र/ = {(८, 2) : 
८ तथा की ऊँचाईंयों का अंतर 3 मीटर से कम है} द्वारा प्रदत्त संबंध एक सार्वत्रिक संबंध है। 


हल प्रश्नानुसार, क्योंकि स्कूल बालकों का है, अतएव स्कूल का कोई भी विद्यार्थी, स्कूल के किसी 
भी विद्यार्थी की बहन नहीं हो सकता है। अतः =, जिससे प्रदर्शित होता है किर रिक्त संबंध है। 
यह भी स्पष्ट है कि किन्हीं भी दो विद्यार्थियों को ऊंचाइयों का अंतर 3 मीटर से कम होना ही चाहिए। 
इससे प्रकट होता है कि 2” = 4 % ^ सार्वत्रिक संबंध है। 


टिप्पणी कक्षा ज़रा में विद्यार्थीगण सीख चुके हैं कि किसी संबंध को दो प्रकार से निरूपित किया जा 
सकता है, नामतः रोस्टर विधि तथा समुच्चय निर्माण विधि। तथापि बहुत से लेखकों द्वारा समुच्चय 
{,2,3,4} पर परिभाषित संबंध २ = {(4, 0) : ७ =+ ।} को ८९० द्वारा भी निरूपित किया जाता 
है, यदि और केवल यदि ए=८ + | हो। जब कभी सुविधाजनक होगा, हम भी इस संकेतन (notation) 
का प्रयोग करेंगे। 
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यदि (८, ) € R, तो हम कहते हैं कि ८,७ से संबंधित हे”! और इस बात को हम ८२८ द्वारा 
प्रकट करते हैं। 


एक अत्यन्त महत्वपूर्ण संबंध, जिसकी गणित में एक सार्थक (५९०८३0) भूमिका है, तुल्यता 
संबंध (Equivalence Relation) कहलाता है। तुल्यता संबंध का अध्ययन करने के लिए हम पहले 
तीन प्रकार के संबंधों, नामतः स्वतुल्य (R९१।९४।४०) , सममित (Symme(ri८) तथा संक्रामक 
(Transii४९) संबंधों पर विचार करते हैं। 
परिभाषा 3 समुच्चय 4 पर परिभाषित संबंध र; 
(0) स्वतुल्य (#९f।९४।४९) कहलाता है, यदि प्रत्येक ८८ ^ के लिए (०,०) € र, 
() सममित (ऽymm९/८) कहलाता है, यदि समस्त ८,, ८, € 4 के लिए (८,, ८,) € र से 
(८, 4,) € ह प्राप्त हो। 
(7) संक्रामक (ध"anऽ।t।४९) कहलाता है, यदि समस्त, ८, 4,, ८, € ^ के लिए (८, ८,) € र तथा 
(८, 4,) € रे से (८, 4.) € ह प्राप्त हो। 
परिभाषा 4 ^ पर परिभाषित संबंध र एक तुल्यता संबंध कहलाता है, यदि र्‌ स्वतुल्य, सममित तथा 
संक्रामक है। 


उदाहरण 2 मान लीजिए कि 7 किसी समतल में स्थित समस्त त्रिभुजों का एक समुच्चय है। समुच्चय 
प में २ = {(7,, 7): 7,, ग,के सर्वागंसम है} एक संबंध है। सिद्ध कीजिए कि 2 एक तुल्यता 
संबंध है। 

हल संबंध र स्वतुल्य है, क्योंकि प्रत्येक त्रिभुज स्वयं के सवार्गसम होता है। पुनः 
T,T)€R=T,,7, के सर्वागंसम है ॐ, , 7, के सर्वागंसम है => (7,, 7) € २. अतः 
संबंध ९ सममित है। इसके अतिरिक्त (7,, 7), (7,, 7) € = ग, , ग, के सर्वागंसम है तथा 
ए, 7, के सर्वागंसम है = ,, 7, के सर्वागंसम है > (7,, 7,) € २. अतः संबंध र संक्रामक है। 
इस प्रकार 2 एक तुल्यता संबंध है। 

उदाहरण 3 मान लीजिए कि [ किसी समतल में स्थित समस्त रेखाओं का एक समुच्चय है तथा 
R={(,7,):L,, 7, पर लंब है} समुच्चय 7, में परिभाषित एक संबंध है। सिद्ध कीजिए कि र 
सममित है किंतु यह न तो स्वतुल्य है और न संक्रामक है। 


हल र स्वतुल्य नहीं है, क्योंकि कोई रेखा ।, अपने आप पर लंब नहीं हो सकती है, अर्थात्‌ 
(L,,L)€ 2. 2 सममित है, क्योंकि (.,, I..) € R 


=> .., पर लंब है 
=> ए, , [पर लंब है 
=> L,L)eR 
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र॒ संक्रामक नहीं है। निश्चय ही, यदि 7. , ],, पर लंब है तथा ., , L, 
[..पर लंब है, तो !, ,.. पर कभी भी लंब नहीं हो सकती है। वास्तव 
में ऐसी दशा में 7, , के समान्तर होगी। अर्थात्‌, (,, !,) € 2, 
L,L)ERTT (C,L)eR L, 


EE 


उदाहरण 4 सिद्ध कीजिए कि समुच्चय {।,2,3} में २ - ((, ), (2, 2), आकृति 7.7 
(3, 3), (, 2), (2, 3)} द्वारा प्रदत्त संबंध स्वतुल्य है, परंतु न तो सममित है और न संक्रामक है। 


हल र स्वतुल्य है क्योंकि (, ]), (2, 2) और (3,3), 2 के अवयव हैं। ९ सममित नहीं है, क्योंकि 
(,2) € र किंतु (2, ]) & र. इसी प्रकार र संक्रामक नहीं है, क्योंकि (।,2) € र तथा (2,3)€R 
परंतु (,3) & R 

उदाहरणा 5 सिद्ध कीजिए कि पूर्णांकों के समुच्चय ८ में २ = {(८, 0) : संख्या 2, (८ - 9) को 
विभाजित करती है} द्वारा प्रदत्त संबंध एक तुल्यता संबंध है। 


हल र स्वतुल्य है, क्योंकि समस्त ०६7 के लिए 2, (०-०) को विभाजित करता है। अतः 
(७, ०) € र. पुनः, यदि (८, 9) € र, तो 2, ८- को विभाजित करता है । अतएव -८ को भी 
2 विभाजित करता है। अतः (७, ८) € 2, जिससे सिद्ध होता है कि र सममित है। इसी प्रकार, यदि 
(०,७) € ? तथा (9, 0) ६  , तो 4-४ तथा #४- ८ संख्या 2 से भाज्य है। अब, 
८-८-(८- ०9) + (9- ८) सम (९४९०) है (क्यों?)। अतः (७-८) भी 2 से भाज्य है। इससे सिद्ध 
होता है कि र संक्रामक है। अतः समुच्चय 7 में ९ एक तुल्यता संबंध है। 
उदाहरण 5 में, नोट कीजिए कि सभी सम पूर्णाक शून्य से संबंधित हैं, क्योंकि (0, + 2), 
(0, + 4), ...आदि र में हैं और कोई भी विषम पूर्णाक 0 से संबंधित नहीं है, क्योंकि (0, + ]), 
(0, + 3), ...आदिर में नहीं हैं। इसी प्रकार सभी विषम पूर्णाक । से संबंधित हैं और कोई भी सम पूर्णांक 
। से संबंधित नहीं है। अतएव, समस्त सम पूर्णाकों का समुच्चय ६ तथा समस्त विषम पूर्णाकों का 
समुच्चय 0 समुच्चय 7 के उप समुच्चय हैं, जो निम्नलिखित प्रतिबंधों को संतुष्ट करते हैं। 
60) ८ के समस्त अवयव एक दूसरे से संबंधित हैं तथा 0 के समस्त अवयव एक दूसरे से 
संबंधित हैं। 
() का कोई भी अवयव 0 के किसी भी अवयव से संबंधित नहीं है और विलोमतः 0 का कोई 
भी अवयव हं के किसी भी अवयव से संबंधित नहीं है। 
(म) ६ तथा 0 असंयुक्त है और 7 = ६७ 0 है। 
उपसमुच्चय ह, शून्य को अंतर्विष्ट (८००४३०) करने वाला तुल्यता-वर्ग (Equivalence Class) 
कहलाता है और जिसे प्रतीक [0] से निरूपित करते हैं। इसी प्रकार 0, । को अतर्विष्ट करने वाला 
तुल्यता-वर्ग है, जिसे []] द्वारा निरूपित करते हैं। नोट कीजिए कि [0] # [।], [0] = [27] और 
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[]= [27+]],7€ € 7. वास्तव में, जो कुछ हमने ऊपर देखा है, वह किसी भी समुच्चय % में एक 
स्वेच्छ तुल्यता संबंध र के लिए सत्य होता है। किसी प्रदत्त स्वेच्छ समुच्चय £ में प्रदत्त एक स्वेच्छ 
(ar9"॥7) तुल्यता संबंध 2, % को परस्पर असंयुक्त उपसमुच्चयों ^, में विभाजित कर देता है, जिन्हें 
% का विभाजन (P7८००) कहते हैं ओर जो निम्नलिखित प्रतिबंधों को संतुष्ट करते हैं; 
0) समस्त 7 के लिए ^, के सभी अवयव एक दूसरे से संबंधित होते हैं। 
(0) ^, का कोई भी अवयव, 4, के किसी भी अवयव से संबंधित नहीं होता है, जहाँ । #/ 
(I) ७ A, = 2 तथा A.^ A = 0,7 #] 
उपसमुच्चय 4, तुल्यता-वर्ग कहलाते हैं। इस स्थिति का रोचक पक्ष यह है कि हम विपरीत क्रिया 
भी कर सकते हैं। उदाहरण के लिए 7 के उन उपविभाजनों पर विचार कीजिए, जो 7 के ऐसे तीन 
परस्पर असंयुक्त उपसमुच्चयों ^,, 4, तथा 4 द्वारा प्रदत्त हैं, जिनका सम्मिलन (ए॥००) # है, 
A= {%€ 7: » संख्या 3 का गुणज है} = {..., - 6, - 3, 0, 3, 6, ...} 
A, = {*€ 7: *- | संख्या 3 का गुणज है } = {..., - 5,2, , 4, 7, ...} 
A,={%€ 7: ४-2 संख्या 3 का गुणज है} = {..., - 4, - 00 2, 5, 8, ...} 
7 में एक संबंध र = ((०, 9) : 3,८ - 2 को विभाजित करता है} परिभाषित कीजिए। उदाहरण 
5 में प्रयुक्त तर्क के अनुसार हम सिद्ध कर सकते हैं कि 2 एक तुल्यता संबंध हैं। इसके अतिरिक्त 
A,,2 के उन सभी पूर्णाकों के समुच्चय के बराबर है, जो शून्य से संबंधित हैं, &,, 2 के उन सभी 
पूर्णांकों के समुच्चय के बराबर है, जो । से संबंधित हैं और ^, , 2 के उन सभी पूर्णाकों के समुच्चय 
बराबर है, जो 2 से संबंधित हैं। अतः ^, = [0], 4, = [[] और ^, = [2]. वास्तव में 4, = [37], 
A, = [37+ ]] और 4, = [37+ 2], जहाँ 7 € 7. 
उदाहरण 6 मान लीजिए कि समुच्चय ^= {।,2, 3,4, 5, 6,7} में ९ = {(०, 2) : ८ तथा ४ दोनों ही 
या तो विषम हैं या सम हैं} द्वारा परिभाषित एक संबंध है। सिद्ध कीजिए कि एक तुल्यता संबंध है। 
साथ ही सिद्ध कीजिए कि उपसमुच्चय {!,3, 5,7} के सभी अवयव एक दूसरे से संबंधित है, और 
उपसमुच्चय (2, 4, 6} के सभी अवयव एक दूसरे से संबंधित है, परंतु उपसमुच्चय {।, 3, 5,7} का 
कोई भी अवयव उपसमुच्चय {2, 4, 6} के किसी भी अवयव से संबंधित नहीं है। 


हल #» का प्रदत्त कोई अवयव ८ या तो विषम है या सम है, अतएव (८,८) € २. इसके अतिरिक्त 
(८, € => ८ तथा दोनों ही, या तो विषम हैं या सम हें => (9, ०) € 2. इसी प्रकार 
(८, 9) € र्‌ तथा (9, 0) € = अवयव ०, 2, ८, सभी या तो विषम हैं या सम हैं => (८,८) € 7२. 
अतः 2 एक तुल्यता संबंध है। पुनः, {।,3, 5,7} के सभी अवयव एक दूसरे से संबंधित हैं, क्योंकि 
इस उपसमुच्चय के सभी अवयव विषम हैं। इसी प्रकार (2, 4, 6,} के सभी अवयव एक दूसरे से 
संबंधित हैं, क्योंकि ये सभी सम हैं। साथ ही उपसमुच्चय {।, 3, 5,7} का कोई भी अवयव 
(2, 4, 6) के किसी भी अवयव से संबंधित नहीं हो सकता है, क्योंकि {।,3, 5,7} के अवयव विषम 
हैं, जब कि (2, 4,6}, के अवयव सम हैं। 
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| प्रश्नावली 7.7 | 


. निर्धारित कीजिए कि क्या निम्नलिखित संबंधों में से प्रत्येक स्वतुल्य, सममित तथा 
संक्रामक है: 
(}) समुच्चय = [, 2, 3, ..., ।3, 4] में संबंध र, इस प्रकार परिभाषित है कि 
R= {y):3x-y= 0) 
(0) प्राकृत संख्याओं के समुच्चय च में र = {(%, ५): =*+ 5 तथा *<4}द्वारा परिभाषित 
संबंध र. 
(#) समुच्चय ^= {।,2,3,4,5, 6} में र = ((५, 9) : ) भाज्य हे से} द्वारा परिभाषित संबंध रहै। 
(५) समस्त पूर्णाकों के समुच्चय 7 में ९ = {(%, )) : ४- » एक पूर्णांक है} द्वारा परिभाषित 
संबंध २. 
(५) किसी विशेष समय पर किसी नगर के निवासियों के समुच्चय में निम्नलिखित 
संबंध R 
(2) 2 = {(८, 3) : » तथा एक ही स्थान पर कार्य करते हैं] 
(b) R = {(%, )) : * तथा » एक ही मोहल्ले में रहते हैं) 
(०) R = [((५, 9) : », ) से ठीक-ठीक 7 सेमी लंबा है] 
(0) R= ((५, 9) : » , की पत्नी है) 
(०) R = {(८, 9) : % » के पिता हैं} 
2. सिद्ध कीजिए कि वास्तविक संख्याओं के समुच्चय र में र = {(4, 2) : ० < ॥?}, द्वारा 
परिभाषित संबंध 2, न तो स्वतुल्य है, न सममित हैं और न ही संक्रामक है। 
3. जाँच कीजिए कि क्या समुच्चय {], 2, 3,4, 5, 6} में २ = {(4, 20) : = ८+ ]} द्वारा परिभाषित 
संबंध र स्वतुल्य, सममित या संक्रामक है। 
4. सिद्ध कीजिए किह में = {(4, ७) : ८ < 9], द्वारा परिभाषित संबंध र स्वतुल्य तथा संक्रामक 
है किंतु सममित नहीं है। 
5. जाँच कीजिए कि क्यारे में = {(०, 9) : ८ < ४१] द्वारा परिभाषित संबंध स्वतुल्य, सममित 
अथवा संक्रामक है? 
6. सिद्ध कीजिए कि समुच्चय {।, 2,3} में २ {(।,2), (2, ])} द्वारा प्रदत्त संबंध ९ सममित 
है किंतु न तो स्वतुल्य है और न संक्रामक है। 
7. सिद्ध कीजिए कि किसी कॉलेज के पुस्तकालय को समस्त पुस्तकों के समुच्चय 4 में 
र = {(, +) : » तथा » में पेजों की संख्या समान है} द्वारा प्रदत्त संबंध ९ एक तुल्यता 
संबंध है। 
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I. 


2. 


3. 


4. 


संबंध एवं फलन हू 


. सिद्ध कीजिए कि ^ = {], 2, 3, 4, 5} में, (१ = ((०, ) : ८ - #। सम है} द्वारा प्रदत्त संबंध 


र एक तुल्यता संबंध है। प्रमाणित कीजिए कि {!,3, 5) के सभी अवयव एक दूसरे से 
संबंधित हैं और समुच्चय {2,4} के सभी अवयव एक दूसरे से संबंधित हैं परंतु {।,3, 5} का 
कोई भी अवयव {2,4} के किसी अवयव से संबंधित नहीं है। 


. सिद्ध किजिए कि समुच्चय ^= (४८ 7:0 <४ < ।2}, में दिए गए निम्नलिखित संबंधों र 


में से प्रत्येक एक तुल्यता संबंध है: 

(i) R = {(८, 9) : ८ - 0), 4 का एक गुणज है}, 

(i) R= {(a,b):a=b}, 
प्रत्येक दशा में । से संबंधित अवयवों को ज्ञात कोजिए। 
ऐसे संबंध का उदाहरण दीजिए, जो 

(6) सममित हो परंतु न तो स्वतुल्य हो और न संक्रामक हो। 

() संक्रामक हो परंतु न तो स्वतुल्य हो और न सममित हो। . 

(॥) स्वतुल्य तथा सममित हो किंतु संक्रामक न हो। 

(9५) स्वतुल्य तथा संक्रामक हो किंतु सममित न हो। 

(४) सममित तथा संक्रामक हो किंतु स्वतुल्य न हो। 
सिद्ध कीजिए कि किसी समतल में स्थित बिंदुओं के समुच्चय में, [२ = {(?, Q) : बिंदु ? की 
मूल बिंदु से दूरी, बिंदु 0 की मूल बिंदु से दूरी के समान है} द्वारा प्रदत्त संबंध ९ एक तुल्यता 
संबंध है। पुनः सिद्ध कीजिए कि बिंदु ?=#(0, 0) से संबंधित सभी बिंदुओं का समुच्चय P 
से होकर जाने वाले एक ऐसे वृत्त को निरूपित करता है, जिसका केंद्र मूलबिंदु पर है। 
सिद्ध कीजिए कि समस्त त्रिभुजों के समुच्चय 4 में, ९ = {(7,, 7,) : 7,, 7, के समरूप है] 
द्वारा परिभाषित संबंध 2 एक तुल्यता संबंध है। भुजाओं 3, 4, 5 वाले समकोण त्रिभुज 7, , 
भुजाओं 5, ।2, ।3 वाले समकोण त्रिभुज 7, तथा भुजाओं 6, 8, 0 वाले समकोण त्रिभुज 
ग, पर विचार कीजिए। 7,, 7, और 7, में से कौन से त्रिभुज परस्पर संबंधित हैं? 
सिद्ध कीजिए कि समस्त बहुभुजों के समुच्चय & में, २ = {(?,, ?,) : ?, तथा ?, को भुजाओं 
को संख्या समान है}प्रकार से परिभाषित संबंध 2 एक तुल्यता संबंध है। 3, 4, और 5 लंबाई 
की भुजाओं वाले समकोण त्रिभुज से संबंधित समुच्चय ^ के सभी अवयवों का समुच्चय ज्ञात 
कीजिए। 
मान लीजिए कि #५-तल में स्थित समस्त रेखाओं का समुच्चय [, है और [में ९ = [(, ,..) 
: _. समान्तर है 7, के} द्वारा परिभाषित संबंध र है। सिद्ध कीजिए कि 7 एक तुल्यता संबंध 
है। रेखा » = 2 +4 से संबंधित समस्त रेखाओं का समुच्चय ज्ञात कीजिए। 
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।5. मान लीजिए कि समुच्चय {।, 2, 3, 4) में, R= {(, 2), (2, 2), , ]), (4,4), 
(, 3), (3, 3), (3, 2)} द्वारा परिभाषित संबंध र है। निम्नलिखित में से सही उत्तर चुनिए। 
(A) र स्वतुल्य तथा सममित है किंतु संक्रामक नहीं है। 
(8) र स्वतुल्य तथा संक्रामक है किंतु सममित नहीं है। 
(0) र सममित तथा संक्रामक है किंतु स्वतुल्य नहीं है। 
(D) र एक तुल्यता संबंध है। 

6. मान लीजिए कि समुच्चय च में, २ = ((७, 0) : 4८ 9 - 2, 9 > 6} द्वारा प्रदत्त संबंध र है। 
निम्नलिखित में से सही उत्तर चुनिए: 
(A) C,)ER (8) (3, 8) ६0 (O(6,8ER (D)(8,TDeER 


.3 फलनों के प्रकार (Types of Functions) 
फलनों की अवधारणा, कुछ विशेष फलन जैसे तत्समक फलन, अचर फलन, बहुपद फलन, परिमेय 
फलन, मापांक फलन, चिहून फलन आदि का वर्णन उनके आलेखों सहित कक्षा £ में किया जा 
चुका है। 

दो फलनों के योग, अंतर, गुणा तथा भाग का भी अध्ययन किया जा चुका है। क्योंकि फलन की 
संकल्पना गणित तथा अध्ययन की अन्य शाखाओं ([5C]in९8) में सर्वाधिक महत्वपूर्ण है, इसलिए 
हम फलन के बारे में अपना अध्ययन वहाँ से आगे बढ़ाना चाहते हैं, जहाँ इसे पहले समाप्त किया था। 
इस अनुच्छेद में, हम विभिन्न प्रकार के फलनों का अध्ययन करेंगे। 
निम्नलिखित आकृतियों द्वारा दर्शाए गए फलन 7, 7,7, तथा /, पर विचार कोजिए। 

आकृति ].2 में हम देखते हें कि %, के भिन्न (95770) अवयवों के, फलन / के अंतर्गत, 
प्रतिबिंब भी भिन्न हैं, किंतु /, के अंतर्गत दो भिन्न अवयवों | तथा 2 के प्रतिबिंब एक ही हैं नामतः 
७ है। पुनः %, में कुछ ऐसे अवयव है जैसे ० तथा / जो / के अंतर्गत %, के किसी भी अवयव 
के प्रतिबिंब नहीं हैं, जबकि /,के अंतर्गत %, के सभी अवयव % के किसी न किसी अवयव के 
प्रतिबिंब हैं। 

उपर्युक्त परिचर्चा से हमें निम्नलिखित परिभाषाएँ प्राप्त होती हैं। 
परिभाषा 5 एक फलन /: % -> ४ एकैकी (०१९-०१९) अथवा एकैक (१९८४९) फलन कहलाता 
है, यदि / के अतर्गत % के भिन्न अवयवों के प्रतिबिंब भी भिन्न होते हैं, अर्थात्‌ प्रत्येक 
४, ४, € %, के लिए /(%,) = /(%,) का तात्पर्यं है कि 2, = +, अन्यथा / एक बहुएक 
(many-0n९) फलन कहलाता है। 
आकृति ।.2 (0) में फलन / एकैकी फलन है तथा आकृति ।.2 () में / एक बहुएक फलन है। 
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आकृति १.2 

परिभाषा 6 फलन /: % -> ४ आच्छादक (०7०) अथवा आच्छादी (५७7९८४९) कहलाता है, यदि 
£ के अंतर्गत ४ का प्रत्येक अवयव, % के किसी न किसी अवयव का प्रतिबिंब होता है, अर्थात्‌ प्रत्येक 
५€ ९, के लिए, % में एक ऐसे अवयव »का अस्तित्व है कि /(%) = +. 

आकृति ।.2 (¡) में, फलन /, आच्छादक है तथा आकृति ।.2 () में, फलन / आच्छादक 
नहीं है, क्योंकि |, के अवयव ८, तथा / /, के अंतर्गत %, के किसी भी अवयव के प्रतिबिंब 
नहीं हैं। 
टिप्पणी /: % -> ४ एक आच्छादक फलन है, यदि और केवल यदि / का परिसर (7an९९)= ५. 
परिभाषा 7 एक फलन f:X ~> य एक एकैको तथा आच्छादक (one-one and ont०) अथवा एकैकी 
आच्छादी (०८४४०) फलन कहलाता है, यदि / एकैको तथा आच्छादक दोनों ही होता है। 

आकृति ।.2 (४) में, फलन / एक एकेकी तथा आच्छादी फलन है। 
उदाहरण 7 मान लीजिए कि कक्षा % के सभी 50 विद्यार्थियों का समुच्चय ^ है। मान लीजिए 


f: ASN, 70) = विद्यार्थी « का रोल नंबर, द्वारा परिभाषित एक फलन है। सिद्ध कीजिए कि 
/ एकैकी है किंतु आच्छादक नहीं है। 


हल कक्षा के दो भिन्न-भिन्न विद्यार्थियों के रोल नंबर समान नहीं हो सकते हैं। अतएव /एकैकी है। 
व्यापकता की बिना क्षति किए हम मान सकते हें कि विद्यार्थियों के रोल नंबर ] से 50 तक हें। इसका 
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तात्पर्यं यह हुआ कि चका अवयव 5।, कक्षा के किसी भी विद्यार्थी का रोल नंबर नहीं है, अतएव 
7 के अंतर्गत 5।, 4के किसी भी अवयव का प्रतिबिंब नहीं है। अत: / आच्छादक नहीं है। 


उदाहरण 8 सिद्ध कीजिए कि /(0 = 2% द्वारा प्रदत्त फलन /: N-> ४ एकैको है किंतु आच्छादक 
नहीं है। 


हल फलन / एकेकी है, क्योंकि /(*,) = /(५,) => 24, = 22, 5२ ४, = ४, पुनः, / आच्छदक नहीं 
है, क्योंकि । € च, के लिए च में ऐसे किसी » का अस्तित्व नहीं है ताकि /(४) = 2% = ] हो। 


उदाहरण 9 सिद्ध कीजिए कि /(%) = 2: द्वारा प्रदत्त फलन /: R -> 2, एकैकी तथा आच्छादक है। 
हल / एकैकी है, क्योंकि /(४,) = /(५,) > 2%, = 24, > ४, = %,- साथ ही, हमें प्रदत्त किसी 


भी वास्तविक संख्या » के लिए हमें र का अस्तित्व है, जहाँ /( न )=2.( हा ) = 9 है। अतः # 


आच्छादक भी है। 
Y 
र =f (x)= 2x 
४ हर x 
YY’ 
आकृति ].3 


उदाहरण ।0 सिद्ध किजिए कि /(])=/(2)=। तथा ४>2 के लिए /(05८">»- | द्वारा प्रदत्त 
फलन /: N->\, आच्छादक तो है किंतु एकैकी नहीं है। 

हल / एकैको नहीं है, क्योंकि /(।) = #(2) =], परंतु / आच्छादक है, क्योंकि किसी प्रदत्त 
»€ ै, »/ |, के लिए, हम+को »+| चुन लेते हैं, ताकि (५+ ])=)+।-। =) साथ ही 
] € चके लिए ‡ (।) = | है। 

उदाहरण || सिद्ध कीजिए कि /(%) = 2? द्वारा परिभाषित फलन /: ->R, न तो एकैकी है और 
न आच्छादक है। 
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हल क्योंकि /(- ।) = । =/(]), इसलिए / एकैकी ५ 
नहीं है। पुनः सहप्रांत का अवयव -2, प्रांत रके ~ (05 
किसी भी अवयव > का प्रतिबिंब नहीं है (क्यों?)। 


अतः / आच्छादक नहीं है। fED=I 


उदाहरणा ।2 सिद्ध कीजिए कि नीचे परिभाषित फलन ~ x=-l 
/:N ~> ७, एकैकी तथा आच्छादक दोनों ही है 





*+।, यदि + विषम है hd 

७-7 यदि + सम है / के अंतर्गत ] तथा - का प्रतिबिंब है। 
आकृति 7.4 

हल मान लीजिए /(,) =/£(%,) है। नोट कीजिए कि यदि %, विषम है तथा 2, सम है, तो # + ] 

= ५, |, अर्थात्‌ ५» ४, = 2 जो असम्भव है। इस प्रकार ५, के सम तथा +, के विषम होने की भी 

संभावना नहीं है। इसलिए », तथा %, दोनों ही या तो विषम होंगे या सम होंगे। मान लीजिए कि ५, 

तथा %, दोनों विषम हैं, तो /(४,) = /(४,) > 2, + । =%, + | => ४, =, इसी प्रकार यदि ४, तथा 

४, दोनों सम हैं, तो भी /(४) = £(५,) >» -। = २५ - । = ४, = ४, अतः / एकैकी है। साथ ही 

सहप्रांत च की कोई भी विषम संख्या 27+ |, प्रांत 8 की संख्या 27 + 2 का प्रतिबिंब है और सहप्रांत 

N की कोई भी सम संख्या 2; च की संख्या 27 - | का प्रतिबिंब है। अत: / आच्छादक है। 


fC) = | 


उदाहरण |3 सिद्ध कीजिए कि आच्छादक फलन /: {।,2, 3) -> {।, 2,3} सदैव एकैकी फलन होता है। 


हल मान लीजिए कि/ एकैकी नहीं है। अतः इसके प्रांत में कम से कम दो अवयव मान लिया कि 
। तथा 2 का अस्तित्व है जिनके सहप्रांत में प्रतिबिंब समान है। साथ ही / के अंतर्गत 3 का प्रतिबिंब 
केवल एक ही अवयव है। अतः, परिसर में, सहप्रांत {।, 2, 3} के, अधिकतम दो ही अवयव हो सकते 
हैं, जिससे प्रकट होता है कि / आच्छादक नहीं है, जो कि एक विरोधोक्ति है। अतः / को एकैकी 
होना ही चाहिए। 


उदाहरण ।4 सिद्ध कीजिए कि एक एकैकी फलन 7: {।, 2, 3} -> {।, 2, 3] अनिवार्य रूप से 
आच्छादक भी है। 

हल चूँकि / एकैकी है, इसलिए {।, 2,3} के तीन अवयव / के अंतर्गत सहप्रांत {।,2, 3} के तीन 
अलग-अलग अवयवों से क्रमशः संबंधित होंगे। अत: / आच्छादक भी है। 

टिप्पणी उदाहरण ।3 तथा ।4 में प्राप्त परिणाम किसी भी स्वेच्छ परिमित (£९) समुच्चय %, के 


लिए सत्य है, अर्थात्‌ एक एकैकी फलन /: % -> % अनिवार्यतः आच्छादक होता है तथा प्रत्येक 
परिमित समुच्चय % के लिए एक आच्छादक फलन /: % -> % अनिवार्यतः एकैकी होता है। इसके 
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विपरीत उदाहरण 8 तथा ।0 से स्पष्ट होता है कि किसी अपरिमित (0/९) समुच्चय के लिए यह 
सही नहीं भी हो सकता है। वास्तव में यह परिमित तथा अपरिमित समुच्चयों के बीच एक अभिलक्षणिक 
(characteristic) अंतर है। 


| प्रश्नावली 7.2 | 


।. सिद्ध कोजिए कि /(2) = - द्वारा परिभाषित फलन /: 2, -> R, एकैकी तथा आच्छादक 
है, जहाँ 2, सभी ऋणेतर वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है। यदि प्रांत र, को च से बदल 
दिया जाए, जब कि सहप्रांत पूर्ववत ॥१ ही रहे, तो भी कया यह परिणाम सत्य होगा? 

2. निम्नलिखित फलनों की एकैक (7००४०) तथा आच्छादी (७7/९८४९) गुणों की जाँच 
कीजिए: 

(0) 700 = 2 द्वारा प्रदत्त /: ४ -> ४ फलन हे। 
(i) /(0) = 2° द्वारा प्रदत्त /: 7 -> 2 फलन है। 
(i) /(0 = 2 द्वारा प्रदत्त /: R -> 2 फलन है। 
(५) £) = % द्वारा प्रदत्त 7: \ -> फलन है। 
(०) /(४) = 2 द्वारा प्रदत्त /: 7 -> 7 फलन है। 


3. सिद्ध कीजिए कि /(0 = [/ द्वारा प्रदत्त महत्तम पूर्णाक फलन /: ९-22, न तो एकैकी है 
और न आच्छादक है, जहाँ [४], » से कम या उसके बराबर महत्तम पूर्णांक को निरूपित 
करता है। 

4. सिद्ध कीजिए कि /(%) = |*। द्वारा प्रदत्त मापांक फलन /: ९->R,न तो एकैकी है और 
न आच्छादक है, जहाँ |» | बराबर ५, यदि + धन या शून्य है तथा ।४। बराबर - %, यदि 
ऋण हे | 


5. सिद्ध कीजिए कि f:R->R, 


।, यदि +> 0 
f()= 40, यदि += 0 
-], यदि <0, 
द्वारा प्रदत्त चिहून फलन न तो एकैको है और न आच्छादक है। 


6. मान लीजिए कि ^= {।, 2,3}, 8 - [4, 5, 6,7} तथा {= {(,4), (2, 5), (3, 6)) ७ से 8 
तक एक फलन है। सिद्ध कीजिए कि / एकैकी है। 
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. मान लीजिए कि समस्त #€ चके लिए, /(7) = |# 
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. निम्नलिखित में से प्रत्येक स्थिति में बतलाइए कि क्या दिए हुए फलन एकैकी, आच्छादक 


अथवा एकैकी आच्छादी (७।९८४९) हैं। अपने उत्तर का औचित्य भी बतलाइए। 
(6) /(४) = 3 - 4४ द्वारा परिभाषित फलन /: R -> ह है। 


(i) £0) = । +2 द्वारा परिभाषित फलन /: R -> ह है। 


. मान लीजिए कि ^ तथा B दो समुच्चय हैं। सिद्ध कीजिए कि /: ७ » 8 -> 8 % ^, इस प्रकार 


कि /(८, 9) = (9, ८) एक एकैकी आच्छादी (९८४४९) फलन है। 


+] 
ट यदि # विषम है 





, यदि # सम हे 


द्वारा परिभाषित एक फलन /: \ -> (४ है। बतलाइए कि क्‍या फलन / एकेकी आच्छादी 
(७९८८४९) है। अपने उत्तर का औचित्य भी बतलाइए। 


मान लीजिए कि ^= - {3} तथा 8 = R- {।} हैं। /(४) = Ee द्वारा परिभाषित फलन 


£: ^ -> 3 पर विचार कोजिए। कया / एकेकी तथा आच्छादक है? अपने उत्तर का औचित्य 
भी बतलाइए। 

मान लीजिए कि /:R->R, /2) - द्वारा परिभाषित है। सही उत्तर का चयन कीजिए। 
(^) / एकैको आच्छादक है (3) / बहुएक आच्छादक है 

(0) / एकैको है किंतु आच्छादक नहीं है (D) / न तो एकैकी है और न आच्छादक है। 
मान लीजिए कि /(४) = 3% द्वारा परिभाषित फलन /: R -> र है। सही उत्तर चुनिए: 

(A) / एकैकी आच्छादक है (3) / बहुएक आच्छादक है 

(0) / एकैकी है परंतु आच्छादक नहीं है (D) / न तो एकैकी है और न आच्छादक है 


.4 फलनों का .संयोजन'तथा व्युत्कमणीय फलन (Composition of Functions and 
Invertible Function) 

इस अनुच्छेद में हम दो फलनों के संयोजन तथा किसी एकैकी आच्छादी (७९८८४९) फलन के 
प्रतिलोम (४०7५९) का अध्ययन करेंगे। सन्‌ 2006 की किसी बोर्ड (परिषद्‌) की कक्षा % को परीक्षा 
में बैठ चुके सभी विद्यार्थियों के समुच्चय ^ पर विचार कोजिए। बोर्ड की परीक्षा में बैठने वाले प्रत्येक 
विद्यार्थी को बोर्ड द्वारा एक रोल नंबर दिया जाता है, जिसे विद्यार्थी परीक्षा के समय अपनी उत्तर पुस्तिका 
पर लिखता है। गोपनीयता रखने के लिए बोर्ड विद्यार्थियों के रोल नंबरों को विरूप (५९१८९) करके, 


209-2020 


]4 गणित 


प्रत्येक रोल नंबर को एक नकली सांकेतिक नंबर (Fake Code N७7) में बदल देता हैं। मान 
लीजिए कि 8 ८ समस्त रोल नंबरों का समुच्चय है, तथा €< समस्त सांकेतिक नंबरों का 
समुच्चय है। इससे दो फलन /: 4-> 8 तथा ४: 8 -> € बनते हैं जो क्रमशः /(८) = विद्यार्थी ८ 
को दिया गया रोल नंबर तथा (५) = रोल नंबर 9 को बदल कर दिया गया सांकेतिक नंबर, द्वारा 
परिभाषित हैं। इस प्रक्रिया में फलन / द्वारा प्रत्येक विद्यार्थी के लिए एक रोल नंबर निर्धारित होता है 
तथा फलन € द्वारा प्रत्येक रोल नंबर के लिए एक सांकेतिक नंबर निर्धारित होता है। अतः इन दोनों 
फलनों के संयोजन से प्रत्येक विद्यार्थी को अंततः एक सांकेतिक नंबर से संबंध कर दिया जाता हे। 
इससे निम्नलिखित परिभाषा प्राप्त होती है। 

परिभाषा 8 मान लीजिए कि /: ७ -> 8 तथा 2: 8 -> € दो फलन हैं। तब / और ४ का संयोजन, 
2० द्वारा निरूपित होता है, तथा फलन gof :A~—C,egof(a)=g(lf(o),vYxEAल 
परिभाषित होता है। 





gof 


आकृति 7.5 


उदाहरण ।5 मान लीजिए कि /: (2, 3,4, 5} -> (3, 4, 5, 9} और ४: (3, 4, 5, 9} > {7, ]।, ]5} 
दो फलन इस प्रकार हैं कि /(2) = 3, /(3) = 4,/(4) = (5) = 5 और (3) = ¢ (4) = 7 तथा 
2(5) = ९ (9) = ।], तो ४० ज्ञात कोजिए। 
हल यहाँ ४०2) = & /(2)) = 8 (3) = 7, 2०f(3) = £ ({(3)) = 8 (4) = 7, ६०f(4) = 8 (f(4)) 
= 2 (5) = |। और ४०/5) = £ (5) = ]]. 
उदाहरण 6 यदि /:R->R्तथा४:R->R फलन क्रमशः /(2) = ८०७४ तथा ¢ (2) = 3.४ द्वारा 
परिभाषित है तो ४० और /०४ ज्ञात कीजिए। सिद्ध कीजिए ४० # 0०४. 
हल यहाँ 2० (४) = g(f@)) = g(cos x) = 3 (cos x)? = 3 C0४? +. इसी प्रकार, /०६ (७) = 
fe) = fC = cos Gx’) हैं। नोर कीजिए कि = 0 के लिए 3८08?  # ०05 34? है। अतः 
६० # /08. 

7 3 


3x +4 
उदाहरण ॥7 यदि /(2) = द्वारा परिभाषित फलन /:R- | ~>R- | तथा 
जे — 


JIx+4 
Sx —3 


द्वारा परिभाषित फलन £: R- || —~>R- | प्रदत्त हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 





8(X) = 
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०8 =], तथा ४०/- ],, इस प्रकार कि [, (0 = ४, ७» ८ ^ और ], (0)5>», ७» B, जहाँ 


3 7 है 
A=R- | B=R- || हैं। | तथा ।, को क्रमशः समुच्चय 4 तथा 8 पर तत्समक ([९ntity) 




















5 
फलन कहते हैं। 
हल यहाँ पर 
i +4) 
3x+4 (Sx —7) 2lIx+28+20x—28 4lx 
gof (x)= 2 र ER sss EN 
Sx—7 5 (3x+4) _3 I5x+20-—I5x+2] 4] 
(Sx —7) 
3) (7x+4) 
Jx+4 (5-3) 2lx+]2+20x-—]2. 4lx 
= == = ज्रि आ 
ह बुक He s{Cx+9) 7 7 352+20-354+2] 4॥ 
(5x —3) 


अतः pgof(x) =x, YxEB और 28 (४) =x, Vx € A, जिसका तात्पर्यं यह है कि 
8० =k और fog =L. 


उदाहरण 8 सिद्ध कीजिए कि यदि /: 4 -> 3 तथा 2: 8 -> ० एकैकी हैं, तो ९०: ७ -> 0 
भी एकैकी है। 


हल 8० (5) = gof X,) 

=> gE) 5 8((,)) 

> fC") =), क्योंकि & एकैकी है 
> X =X), क्योंकि / एकैकी हे 


अतः ४० भी एकैकी हे। 


उदाहरण ।9 सिद्ध कीजिए कि यदि /: ^ ->83 तथा ¢: 8 -> € आच्छादक हैं, तो ४०: A ->C 
भी आच्छादक है। 


हल मान लीजिए कि एक स्वेच्छ अवयव 2 € है। ४ के अंतर्गत 2 के एक पूर्व प्रतिबिंब 
(Pre-image) » € 8 का अस्तित्व इस प्रकार है कि, ९ (५) = 7, क्योंकि ४ आच्छादक है। इसी प्रकार 
५€ 8 के लिए 4 में एक अवयव + का अस्तित्व इस प्रकार है कि, /(%) =), क्योंकि / आच्छादक 
है। अतः ४०/४) = 2 (£(%)) = ४ (9) = 7, जिससे प्रमाणित होता है कि ४८ आच्छादक है। 
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उदाहरण 20 / तथा ४ ऐसे दो फलनों पर विचार कीजिए कि ४० परिभाषित है तथा एकैकी है। 
कया / तथा & दोनों अनिवार्यतः एकैकी हें? 


हल फलन /: {।,2, 3,4} > {।, 2, 3,4, 5, 6} (0) = %, ॐ द्वारा परिभाषित और ‰ (2) = +, 
४-८ , 2, 3, 4 तथा (5) = (6) =5 द्वारा परिभाषित ¢: {।,2,3,4, 5, 6) -> {,2,3,4, 5, 6} पर 
विचार कीजिए। यहाँ ०: {।, 2, 3,4} > {।, 2, 3,4, 5, 6} परिभाषित है तथा ४०/४) =, ५ %, 
जिससे प्रमाणित होता है कि ४० एकैकी है। किंतु ४ स्पष्टतया एकैकी नहीं है। 


उदाहरण 2। यदि ४० आच्छदक है, तो क्या / तथा ९ दोनों अनिवार्यतः आच्छादक हैं? 


हल /#: {।,2,3,4} > {।,2,3,4} तथा ४: {।,2,3,4} -> {।,2, 3} पर विचार कीजिए, जो, 
क्रमशः /(])= ],£(2) = 2, /(3) -/(4) - 3, ९(]) =], ९ (2) = 2 तथा 2 (3) = ९ (4) = 3. द्वारा 
परिभाषित हैं। यहाँ सरलता से देखा जा सकता है कि ४० आच्छादक है, किंतु / आच्छादक नहीं है। 


टिप्पणी यह सत्यापित किया जा सकता है कि व्यापक रूप से ४८/ के एकैकी होने का तात्पर्य है 
कि / एकैकी होता है। इसी प्रकार ४० आच्छादक होने का तात्पर्य है कि & आच्छादक होता है। 
अब हम इस अनुच्छेद के प्रारंभ में बोर्ड की परीक्षा के संदर्भ में वर्णित फलन / और पर बारीकी 
से विचार करना चाहते हैं। बोर्ड की कक्षा % की परीक्षा में बैठने वाले प्रत्येक विद्यार्थी को फलन /# 
के अंतर्गत एक रोल नंबर प्रदान किया जाता है और प्रत्येक रोल नंबर को ४ के अंतर्गत एक सांकेतिक 
नंबर प्रदान किया जाता है। उत्तर पुस्तिकाओं के मूल्यांकन के बाद परीक्षक प्रत्येक मूल्यांकित पुस्तिका 
पर सांकेतिक नंबर के समक्ष प्राप्तांक लिख कर बोर्ड के कार्यालय में प्रस्तुत करता है। बोर्ड के 
अधिकारी, के विपरीत प्रक्रिया द्वारा, प्रत्येक सांकेतिक नंबर को बदल कर पुनः संगत रोल नंबर प्रदान 
कर देते हैं और इस प्रकार प्राप्तांक सांकेतिक नंबर के बजाए सीधे रोल नंबर से संबंधित हो जाता है। 
पुनः, / को विपरीत प्रक्रिया द्वारा, प्रत्येक रोल नंबर को उस रोल नंबर वाले विद्यार्थी से बदल दिया 
जाता है। इससे प्राप्तांक सीधे संबंधित विद्यार्थी के नाम निर्धारित हो जाता है। हम देखते हैं कि / तथा 
९, के संयोजन द्वारा 2० प्राप्त करते समय, पहले / और फिर ¢ को प्रयुक्त करते हैं, जब कि संयुक्त 
९०. को विपरीत प्रक्रिया में, पहले ४ की विपरीत प्रक्रिया और फिर / की विपरीत प्रक्रिया करते हैं। 


उदाहरण 22 मान लीजिए कि /: {।, 2, 3) -> (०, , ८} एक एकैको तथा अच्छादक फलन इस 
प्रकार है कि /() - 6,/(2) = ७ और /(3) =८, तो सिद्ध कीजिए कि फलन 8: {4, ७, ८} ¬> {, 2, 3} 
का ऐसा अस्तित्व है, ताकि ४०/ = ], तथा ०8 = ],, जहाँ % = {।, 2, 3} तथा 
क = (०, 9, ८}हो। 


हल फलन ३: (०, ७, ८} ~> {।, 2, 3} है जहाँ (८) = ।, 2 (9) = 2 और (८) = 3, पर विचार 
कीजिए। यह सत्यापित करना सरल है कि संयुक्त फलन ४०/= ], , % पर तत्समक फलन है और 
सयुंक्त फलन /०४ = ], , ४ पर तत्समक फलन हैं। 
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टिप्पणी यह एक रोचक तथ्य है कि उपर्युक्त उदाहरण में वर्णित परिणाम किसी भी स्वेच्छ एकैकी 
तथा आच्छादक फलन /: % -> ४ के लिए सत्य होता है। केवल यही नहीं अपितु इसका विलोम 
(८०१४९५९) भी सत्य होता है, अर्थात्‌, यदि /: % -> ४ एक ऐसा फलन है कि किसी फलन 
8:४ -> % का अस्तित्व इस प्रकार है कि ४०/= तथा /०४ =], तो / एकैकी तथा आच्छादक 
होता है। 

उपर्युक्त परिचर्चा, उदाहरण 22 तथा टिप्पणी निम्नलिखित परिभाषा के लिए प्रेरित करते हैं: 


परिभाषा 9 फलन /: 2 -> ४ व्युत्क्रमणीय (n४९7४।७।९) कहलाता है, यदि एक फलन 
९:४->% का अस्तित्व इस प्रकार है कि ४०= [ तथा 0०8 5. है। फलन ४ को फलन / का 
प्रतिलोम (४९7७९) कहते हैं और इसे प्रतीक /#: द्वारा प्रकट करते हैं। 

अतः, यदि / व्युत्क्रमणीय है, तो /अनिवार्यतः एकैकी तथा आच्छादक होता है और विलोमतः, 
यदि / एकैको तथा आच्छादक है, तो /अनिवार्यतः व्युत्क्रमणीय होता है। यह तथ्य, / को एकैको 
तथा आच्छादक सिद्ध करके, व्युत्क्रमणीय प्रमाणित करने में महत्वपूर्ण रूप से सहायक होता है, विशेष 
रूप से जब /# का प्रतिलोम वास्तव में ज्ञात नहीं करना हो। 
उदाहरण 23 मान लीजिए कि /: \-> ४, /(0 = 4४+ 3, द्वारा परिभाषित एक फलन है, जहाँ 
Y={yeN:y=4++3 किसी » ८ च के लिए)। सिद्ध कीजिए कि / व्युत्क्रमणीय है। प्रतिलोम 
फलन भी ज्ञात कोजिए। 


हल ४ के किसी स्वेच्छ अवयव ५ पर विचार कोजिए। ४, को परिभाषा द्वारा, प्रांत च के किसी अवयव 
*के लिए )=4४+3 है। इससे निष्कर्ष निकलता है कि ४ = है। अब ४ ()) = > द्वारा 
(4x+3-3) 
foo X 
4 
=५-3+3=) है। इससे स्पष्ट होता 


¢:Y->N को परिभाषित कोजिए। इस प्रकार ४० (») = 2 (/(५)) = g (4x +3) = 


—3 A(y—3 
तथा 80) =/(50) =/| > |= ५3 


है कि ४०/=, तथा /०४ =,, जिसका तात्पर्यं यह हुआ कि / व्युत्क्रमणीय है और फलन ४ फलन 
† का प्रतिलोम है। 





उदाहरण 24 मान लीजिए कि ४ = {»?: # € N} < Nहै। फलन /:N ->४ जहाँ /(7) = ॥? 
पर विचार कीजिए। सिद्ध कीजिए कि /व्युत्क्रमणीय है। / का प्रतिलोम भी ज्ञात कीजिए। 


हल ४ का एक स्वेच्छ अवयव ५,#? के रूप का है जहाँ# € \. इसका तात्पर्य यह है कि #5 \/) 


इससे ४0) = |+ द्वारा परिभाषित एक फलन ४: ४ -> ऐ प्राप्त होता है। अब 
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gof(n) = g (४7) = «7% = और ०2 (9) 5" ( Jy ) = ( Jy ) i =  , जिससे प्रमाणित होता है कि 
० = तथा /०४ = |,है। अतः / व्युत्क्रमणीय है तथा /¬ = ¢. 
उदाहरण 25 मान लीजिए कि f:N >R, /(४) 5-4: + ।2*+ ]5 द्वारा परिभाषित एक फलन 


है। सिद्ध कीजिए कि /: \-> $, जहाँ $, / का परिसर है, व्युत्क्रमणीय है। /का प्रतिलोम भी ज्ञात 
कोजिए। 


हल मान लीजिए कि / के परिसर का ५ एक स्वेच्छ अवयव है। इसलिए ५ = 4%? + ]2%+ ।5, जहाँ 


(G5 -6)-3)) 


*€ च. इसका तात्पर्य यह है कि = (2४+ 3)?+ 6. अतएव + = 


है, 
Jy-6)-3 
अब, एक फलन :S > N, 2()) = 8) द्वारा परिभाषित कोजिए। 


इस प्रकार gof(x) = gf) = g(4Ax+l2x+lI5)=g((x+3)+6)) 


[[४(2५+ 3)? +6-6 (2:+ 37 +6-6)-3] _ (2७ > कै) _. 


2 3 
और fog (9) = f | कल | — | 20 2073) +3 | +6 


=((/y-6)-3+ 3)) +6=(Jy-6) +6=y-6+6=). 
अतः ४०/= ], तथा /०४ =]. है। इसका तात्पर्यं यह है कि {व्युत्क्रमणीय है तथा /' = ¢ है। 
उदाहरण 26 तीन फलन /: (४ -> ७, & : ४ -> (४ तथा # : (४ ->R पर विचार कीजिए जहाँ 
fo) 5 22, 2(0) ८-39 + 4 तथा #(2) "झा 5, ७5, » तथा £ ८ N. सिद्ध कीजिए कि 
ho(gof) = (hog) of. 
हल यहाँ 
ho(gof) (०) = h(gof (०0) = hg f0))) = h(g(2x)) 

=h(G(x)+4)=h(6x+4)=sin(6x+4),vVxeN 
साथ ही, (hog) of) (७) = (hog) (f@)) = (hog) (2x) = h(g (2x) 

=h(G(x)+4)=h(6x+4)=sin(Gxr+4),vxeN 


209-2020 


संबंध एवं फलन I9 


इससे प्रमाणित होता है कि ॥०(९०/ = (hog) of 
यह परिणाम व्यापक स्थिति में भी सत्य होता है। 
प्रमेय यदि /: > ४, 2: ४ > 7. तथा ४: 7-> $ तीन फलन हैं, तो 


ho(gof) = hog) of 
उपपत्ति यहाँ हम देखते हैं कि 
ho(gof) x) = h(gofQ)) = h(g(fE))), Vx inX 
तथा (hog) of (७) = hog f ©) = ॥(8 ४ ००)), Vx in X 
अतः ho(gof) = (hog) of 
उदाहरण 27 †: {],2,3} ¬> [9, 2, ८) तथा 2: {4,b,८} ¬> (सेब, गेंद, बिल्ली] ie, - #, 
Ff) = 9, /(3) = ८, (५) = सेब, (9) = गेंद तथा (८) = बिल्ली द्वारा परिभाषित फलनों पर विचार 
कीजिए। सिद्ध कीजिए कि / ४ ओर ४८/ व्युत्क्रमणीय हैं। #7, ¢! तथा (०). ज्ञात कीजिए तथा 
प्रमाणित कीजिए कि (४९/ -! = / ०7 है। 


हल नोट कीजिए कि परिभाषा द्वारा / ओर & एकैकी आच्छादी फलन हैं। मान लीजिए कि 
f™: (6, 9, 0) ~> (,2,3} और ४7 : {सेब, गेंद, बिल्ली} -> (०, ७, ८} इस प्रकार परिभाषित हैं कि 
f{a}=I,f [8] 5 2, / {८} 53, 8 {सेब} = ८, 2 गेंद] = ७ और ४ {बिल्ली} = ८. 
यह सत्यापित करना सरल है कि /०/ =, > ,,/०./ =. „ „¬ 8 ०४ 5, „ „ और 
४०९ ' = |, जहाँ 7 = {सेब, गेंद, बिल्ली}। अब, ८: {।, 2, 3} -> {सेब, गेंद, बिल्ली} 
९०/(]) = सेब, ६०/(2) = गेंद, ०/(3) = बिल्ली द्वारा प्रदत्त है। 

हम (४०१ : {सेब, गेंद, बिल्ली} -> {।, 2,3} को (९०)! (सेब) = ।, (९०)! (गेंद) = 2 
तथा (2०7) (बिल्ली) - 3 द्वारा परिभाषित कर सकते हैं। यह सरलता से प्रमाणित किया जा सकता 
है कि (४०/)! ० (४०/) =], „ ¬ तथा (०) ० (९०) = ], होगा। 

इस प्रकार प्रमाणित होता है कि /. ४ तथा ४०7 व्युत्क्रमणीय हैं। 
अब /।० (सेब) = / '(&'(सेब)) = (७) = । = (४०) (सेब) 

£०87 (गेंद) = ‡ (७ '(गेंद)) = / (७) = 2 5 (४०) (गेंद) तथा 
/ ०६ (बिल्ली) -/ '(& (बिल्ली)) - / (०) = 3 = (४०)! (बिल्ली) 


अतः (gof)! =f “og 

उपर्युक्त परिणाम व्यापक स्थिति में भी सत्य होता है। 

प्रमेय 2 मान लीजिए कि /: % -> ४ तथा ४ : ४ - 2 दो व्युत्क्रमणीय फलन हैं, तो ४० भी 
व्युत्क्रमणीय होगा तथा (60) = {०8 

उपपत्ति श को व्युत्क्रमणीय तथा (४०! = /!०, को सिद्ध करने के लिए यह प्रमाणित करना 
पर्याप्त है कि (/!०४)०(४०/ =], तथा (०/०/०९) = |, है। 
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अब (flog !)o(gof) = ((f!07!) ०४) ०, प्रमेय । द्वारा 
= (/।०(९।०९)) ०० प्रमेय । द्वारा 
= (/!०]) ॐ, &' की परिभाषा द्वारा 
ड I 


इसी प्रकार, यह प्रमाणित किया जा सकता है कि, (९०) (£! ०६!) = I, 


उदाहरण 28 मान लीजिए कि $ = {।, 2, 3}है। निर्धारित कीजिए कि क्या नीचे परिभाषित फलन 
7: > $ के प्रतिलोम फलन हैं। /', ज्ञात कीजिए यदि इसका अस्तित्व है। 

(a) f= {,0)), (2, 2), (3, 3)। 

(b) f={0,2),C©, D, G3, D)} 

(c) f={0,3),6,2), ©, D} 


हल 
(a 


Ns 


यह सरलता से देखा जा सकता है कि / एकैकी आच्छादी है, इसलिए / व्युत्क्रमणीय है तथा 
£ का प्रतिलोम 77 = {(।, ]), (2, 2), (3, 3)} -/ द्वारा प्राप्त होता है। 

क्योंकि /(2) = /(3) = ।, अतएव / एकैको नहीं हे, अतः  व्युत्क्रमणीय नहीं है। 

यह सरलता पूर्वक देखा जा सकता है कि / एकैकी तथा आच्छादक है, अतएव / व्युत्क्रमणीय 
है तथा £! = {(3, ), (2, 3), (, 2) | है। 


| प्रश्नावली .3 | 


।. मान लीजिए कि /: {।, 3,4} ¬> {।,2, 5} तथा ४: {।, 2, 5} -> {।, 3}, 
f= {(,2), (3, 5), (4, ])} तथा ४ = {(।, 3), (2, 3), (5, ])} द्वारा प्रदत्त हैं। ४०/ ज्ञात 
कोजिए। 
2. मान लीजिए कि / ¢ तथा #, से ९ तक दिए फलन हैं। सिद्ध कीजिए कि 
(f+ g)oh=foh + goh 
(f . g)oh = (foh) . (gol) 
3. #€ण तथा 08 ज्ञात कीजिए, यदि 
(6) †() =| ४ तथा (४) = | 3%- 2 | 


जि 


(b 
(Cc 


Dd Dd 


| 
0) /00 = 8४ तथा (2) = 2° 
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(4x+3) 
(6x-—4) 
£ का प्रतिलोम फलन क्या है? 





5 - , तो सिद्ध कीजिए कि सभी >> ध के लिए /0(2) ८» है। 


, कारण सहित बतलाइए कि क्या निम्नलिखित फलनों के प्रतिलोम हैं: 


(0) /: [, 2, 3, 4] -> {।0} जहाँ 
f= {(,I0),C, I0), (3, I0), (4, 0)] 
(i) £2: {5,6,7,8} > {,2,3,4} जहाँ 
8 = {(5, 4), (6, 3), (7, 4), (8, 2)} 
(ii) #: (2, 3, 4, 5) > [7, 9, ।।, ।3} जहाँ 
॥< [(2, 7), (3, 9), (4, I]), (5, I3)} 


. सिद्ध कीजिए कि ‡:[-],]]~R, /(४) = ये द्वारा प्रदत्त फलन एकैकी है। फलन 


(x+2) 
f:[-], ] ~ (/ का परिसर), का प्रतिलोम फलन ज्ञात कोजिए। 


(संकेत » € परिसर / के लिए, [-।, ]] के किसी » के अतर्गत ) = (४) = क , अर्थात्‌ 


_2y_ 


(|- 9) ” 


. f@)=4*+3 द्वारा प्रदत्त फलन #: R ~> रपर विचार कीजिए। सिद्ध कीजिए कि / 


व्युत्क्रमणीय है। / का प्रतिलोम फलन ज्ञात कीजिए। 


« /{()= +4 द्वारा प्रदत्त फलन /: 2, -> [4, ००) पर विचार कोजिए। सिद्ध कीजिए कि { 


व्युतक्रमणीय है तथा / का प्रतिलोम / , /!(५) = ५-4, द्वारा प्राप्त होता है, जहाँ र, 
सभी ऋणेतर वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है। 


. /(0)= 9% + 6४-5 द्वारा प्रदत्त फलन /: R, -> [- 5, ००) पर विचार कोजिए। सिद्ध कोजिए 


Gy+6)-t ४०+6)-। है। 
3 

मान लीजिए कि /: % -> ४ एक व्युत्क्रमणीय फलन है। सिद्ध कीजिए कि / का प्रतिलोम 
फलन अद्वितीय (७॥।५०) है। (संकेतः कल्पना कीजिए कि / के दो प्रतिलोम फलन ‰, 
तथा ४, हैं। तब सभी +€ ४ के लिए /०,()) = ,(5) = /०४,) है। अब / के एकेकी गुण 
का प्रयोग कोजिए) 


कि / व्युत्क्रमणीय है तथा † (५) = | 
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II. 


I2. 


I3. 


4. 


गणित 


f:{,2,3} -> {a,b,c}, f(D) 5 ०, /(2) - तथा/(3) - ८. द्वारा प्रदत्त फलन / पर विचार 
कीजिए। / ज्ञात कीजिए और सिद्ध कीजिए कि (£)! = 7 है। 

मान लीजिए कि /: % -> ५ एक व्युत्क्रमणीय फलन हैं सिद्ध कीजिए कि /- का प्रतिलोम 
£ है अर्थात्‌ (£!) = है। 





l 
यदि /: R -> R, /(%) = (3% )3 , द्वारा प्रदत्त है, तो /0/#(2) बराबर है। 
(0) ,.3 (3) x (C) x (D) C=) 
मान लीजिए कि /(४) = ज र द्वारा परिभाषित एक फलन /: R- पट लत ->7२हे। / का 
X 
प्रतिलोम, अर्थात्‌ प्रतिचित्र (१४३७)  : परिसर [/-> R - - 5] , निम्नलिखित में से किसके 
द्वारा प्राप्त होगा: 
OY __ 

(A) 8(Y)= 34} (8) 2()) ग 

E __4y २) 
(©) 805 ग (D) 80) ड 


.5 द्वि-आधारी संक्रियाएँ (Binary/Operations) 

अपने स्कूल के दिनों में ही आप चार मूल संक्रियाओं, नामतः योग, अंतर, गुणा तथा भाग से परिचित 
हो चुके हैं। इन संक्रियाओं की मुख्य विशेषता यह है कि दो दी गई संख्याओं ८ तथा ७, से हम एक 

; € = 

संख्या ०+/ या ०-७या ८०या ८,७ #0 को संबद्ध (^55०८।॥४९) कर देते हैं। यह बात नोट 
कीजिए कि, एक समय में, केवल दो संख्याएँ ही जोड़ी या गुणा की जा सकती हैं। जब हमें तीन 
संख्याओं को जोड़ने की आवश्यकता होती है, तो हम पहले दो संख्याओं को जोड़ते हैं और प्राप्त 
योगफल को फिर तीसरी संख्या में जोड़ देते हैं। अतः योग, गुणा, अंतर तथा भाग द्विआधारी संक्रिया 


के उदाहरण हैं, क्योंकि 'द्विआधारी' का अर्थ हे 'दो आधार वाली'। यदि हम एक व्यापक परिभाषा 
चाहते हैं, जिसमे यह चारों संक्रियाएँ भी आ जाती हैं, तो हमें संख्याओं के समुच्चय के स्थान पर एक 


स्वेच्छ समुच्चय > लेना चाहिए और तब व्यापक रूप से द्विआधारी संक्रिया, कुछ अन्य नहीं अपितु, 
ऋ के दो अवयवों ८ तथा को % के ही किसी अवयव से संबद्ध करना है। इससे निम्नलिखित व्यापक 


परिभाषा प्राप्त होती हैः 
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परिभाषा ।0 किसी समुच्चय ^ में एक द्विआधारी संक्रिया *, एक फलन # : ^ % ^ -> 4 है। हम 
* (८, 2) को ८ * # द्वारा निरूपित करते हैं। 

उदाहरण 29 सिद्ध कीजिए कि हमें योग, अंतर और गुणा द्विआधारी संक्रियाएँ हैं, किंतु भाग ॥ में 
द्विआधारी संक्रिया नहीं है। साथ ही सिद्ध कीजिए कि भाग ऋणेतर वास्तविक संख्याओं के समुच्चय 
३ में द्विआधारी संक्रिया है। 


हल +:RxXR->R, (८, 0) -> 4+ द्वारा परिभाषित है 
_:RXxXR->R, (८, 0) -> ८ - ४ द्वारा परिभाषित है 
xX: RXR ->R, (८, 2) -> ८० द्वारा परिभाषित हे 
+°, `° और “5० फलन हैं, अत: ये हमें द्विआधारी संक्रियाएँ हैं। 


परतु +:RxXR->R, (6, 2) -२ र , एक फलन नहीं हे, क्योंकि = 0 के लिए 
परिभाषित नहीं है। 
तथापि + : RR, ->R,, (७, 9) > र द्वारा परिभाषित एक फलन है और इसलिए 


यह 2, में एक द्विआधारी संक्रिया है। 
उदाहरण 30 सिद्ध कीजिए कि अंतर (व्यवकलन) तथा भाग में द्विआधारी संक्रिया नहीं हे। 
हल -:NxN->N, (6, 0) ~> 4-४, द्वारा प्रदत्त एक द्विआधारी संक्रिया नहीं है, क्योंकि -' 


के अंतर्गत (3, 5) का प्रतिबिंब 3-5--2 & च. इसी प्रकार, + N + N > ६, (८, ४) ~> र: 


संक्रिया नहीं है. क्योंकि आ परति लिन 
द्वारा प्रदत्त एक ट्विआधारी संक्रिया नहीं है, क्योंकि '+' के अंतर्गत (3 , 5) का प्रतिबिंब 3 + 5= ठ N. 


उदाहरण 3 सिद्ध कीजिए कि # : R » R -> Rे, (०, 0) -> ८ + 4? द्वारा प्रदत्त एक द्विआधारी 
संक्रिया है। 


हल चूँकि + प्रत्येक युग्म (८, 9) को ९ के एक अद्वितीय अवयव ८+ 4४° तक ले जाता है, अतः 
+ रू में एक द्विआधारी संक्रिया है। 


उदाहरण 32 मान लीजिए कि 7 किसी प्रदत्त समुच्चय > के समस्त उप समुच्चयों का, समुच्चय है। 
सिद्ध कीजिए कि 0: PxP->P (७, 8) -> & ५० 8 द्वारा प्रदत्त तथा n:PxPP, 
(A, 3) ~ A ^ 8 द्वारा परिभाषित फलन, ? में द्विआधारी संक्रियाएँ हैं। 


हल क्‍योंकि सम्मिलन संक्रिया (Union Operation) ७, P %? के प्रत्येक युग्म (^, 8) को ? के 
एक अद्वितीय अवयव ^ 28 तक ले जाती है, इसलिए ७, समुच्चय ? में एक द्विआधारी संक्रिया 
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है। इसी प्रकार सर्वनिष्ठ (In€"ऽ९८६००) संक्रिया 7) , P « 7 के प्रत्येक युग्म (4, 8) को ? के एक 
अद्वितीय अवयव ७ / तक ले जाती है, अतएव 7), समुच्चय ? में एक द्विआधारी संक्रिया है। 


उदाहरण 33 सिद्ध कीजिए कि (०७, 0) -> अधिकतम (०, ७} द्वारा परिभाषित  :R»R->Rतथा 
(८, >) ~> निम्नतम {८, ४] द्वारा परिभाषित ^ : R % R -> रे द्विआधारी संक्रियाएँ हें। 


हल क्योंकि ५, RR के प्रत्येक युग्म (6, 2) को समुच्चय के एक अद्वितीय अवयव, नामतः 
८ तथा ४ में से अधिकतम, पर ले जाता है, अतएव ५ एक द्विआधारी संक्रिया हैं इसी प्रकार के तर्क 
द्वारा यह कहा जा सकता है कि » भी एक द्विआधारी सक्रिया है। 

टिप्पणी ५ (4,7) =7, ५ (4, -7) =4, ^(4,7)=4 तथा ^(4,-7) = -7 है। 

जब किसी समुच्चय & में अवयवों की संख्या कम होती है, तो हम समुच्चय & में एक 
द्विआधारी साँक्रिया * को एक सारणी द्वारा व्यक्त कर सकते हैं, जिसे संक्रिया * को संक्रिया सारणी 
कहते हैं। उदाहरणार्थ ^= {।,2, 3} पर विचार कोजिए। तब उदाहरण 33 में परिभाषित 4 में संक्रिया 


५ निम्नलिखित सारणी (सारणी 7.]) द्वारा व्यक्त को जा सकती है। यहाँ संक्रिया सारणी में ५ (], 
3)=3, v (2, 3)-3, v (I,2)=2. 


सारणी ।.| 





यहाँ संक्रिया सारणी में 3 पंक्तियाँ तथा 3 स्तंभ हैं, जिसमें (/,/)वीं प्रविष्टि समुच्चय ^ के 
वें तथा वें अवयवों में से अधिकतम होता है। इसका व्यापकीकरण किसी भी सामान्य संक्रिया 
* : 4% ^ ->2# के लिए किया जा सकता है। यदि ^ = {०,, 4,, ..., ८,}है तो संक्रिया सारणी में 
४ पंक्तियाँ तथा # स्तम्भ होंगे तथा (7,/)वीं प्रविष्टि ८, + a, होगी। विलोमतः 7 पंक्तियों तथा # स्तंभं 
वाले प्रदत्त किसी संक्रिया सारणी, जिसकी प्रत्येक प्रविष्टि ^ = (०,, 4,, ..., ८,}, का एक अवयव है, 
के लिए हम एक द्विआधारी सक्रिया # : 4 % ^ -> 4 परिभाषित कर सकते हैं, इस प्रकार कि 
८, * 4, = संक्रिया सारणी को ॥वीं पंक्ति तथा वें स्तम्भ की प्रविष्टियाँ हैं। 

हम नोट करते हैं कि 3 तथा 4 को किसी भी क्रम (०0०० में जोड़ें, परिणाम (योगफल) समान 
रहता है, अर्थात्‌ 3+4=4 +3, परंतु 3 तथा 4 को घटाने में विभिन्न क्रम विभिन्न परिणाम देते हैं, 
अर्थात्‌ 3-4 #4 -3. इसी प्रकार 3 तथा 4 गुणा करने में क्रम महत्वपूर्ण नहीं है, परंतु 3 तथा 4 
के भाग में विभिन्न क्रम विभिन्न परिणाम देते हैं। अतः 3 तथा 4 का योग तथा गुणा अर्थपूर्ण है किंतु 
3 ता 4 का अंतर तथा भाग अर्थहीन है। अंतर तथा भाग के लिए हमें लिखना पड़ता है कि “3 में 
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से 4 घटाइए' या '4 में से 3 घराइए' अथवा '3 को 4 से भाग कीजिए! या '4 को 3 से भाग कीजिए | 
इससे निम्नलिखित परिभाषा प्राप्त होती हैः 


परिभाषा | समुच्चय % में एक द्विआधारी संक्रिया # क्रमविनिमेय (C०m्mu॥(४९) कहलाती है, 
यदि प्रत्येक 6, € £ के लिए ८% 9-92 * ६ हो। 


उदाहरण 34 सिद्ध कीजिए कि +: RXR->हRितथा : RXR -> ह क्रमविनिमेय द्विआधारी 
संक्रियाएँ है, परंतु -: RR ->Rतथा +: R, % FR, -> र, क्रमविनिमेय नहीं हैं। 
हल क्योंकि 6+ 9-5 9+ 4 तथा ०%=७%०, ५4,७६ र, अतएव `+ तथा `% क्रमविनिमेय 
द्विआधारी संक्रियाएँ हैं। तथापि :-? क्रमविनिमेय नहीं है, क्योंकि 3-4 # 4 - 3. 

इसी प्रकार 3 +4 #4 + 3, जिससे स्पष्ट होता है कि “£? क्रमविनिमेय नहीं है। 


उदाहरणा 35 सिद्ध कीजिए कि ० * = ० + 2/ द्वारा परिभाषित # : R % R -> र्‌ क्रमविनिमेय 
नहीं है। 
हल क्योंकि 3+4=3+8=। और 4*3=4+6 = ।0, अतः संक्रिया # क्रमविनिमेय नहीं है। 
यदि हम समुच्चय % के तीन अवयवों को 2 में परिभाषित किसी द्विआधारी संक्रिया के द्वारा 
संबद्ध करना चाहते हैं तो एक स्वाभाविक समस्या उठती है। व्यंजक ८ # ७ * ८ का अर्थ 
(८ * 9) * ८ अथवा ८ + (9 * ८) हो सकता है और यह दोनों व्यजंक, आवश्यक नहीं है, कि समान 
हों। उदाहरणार्थ (8-5) - 2 # 8 - (5 - 2). इसलिए, तीन संख्याओं 8, 5 और 3 का द्विआधारी संक्रिया 
'व्यवकलन' के द्वारा संबंध अर्थहीन है जब तक कि कोष्ठक (7१८६९४) का प्रयोग नहीं किया जाए। 
परंतु योग की संक्रिया में, 8+5+2 का मान समान होता है, चाहे हम इसे (8+ 5) + 2 अथवा 
8+(5+2) प्रकार से लिखें। अत: तीन या तीन से अधिक संख्याओं का योग की संक्रिया द्वारा 
संबंध, बिना कोष्ठकों के प्रयोग किए भी, अर्थपूर्ण है। इससे निम्नलिखित परिभाषा प्राप्त होती है: 


परिभाषा ।2 एक द्विआधारी संक्रिया * : ^ % ^ -> 4 साहचर्यं (^५५०८।३४।४९) कहलाती है, यदि 
(a*b)*c=a*(b*c),vVa,b,c,E A. 

उदाहरण 36 सिद्ध कीजिए कि रे में योग तथा गुणा साहचर्य द्विआधारी संक्रियाएँ हैं। परंतु व्यवकलन 

तथा भाग र में साहचर्य नहीं है। 


हल योग तथा गुणा साहचर्य हैं, क्योंकि (८+) +८=०+ (+८) तथा (०५७) ५ = 4 % (9 १८ ८), 
७ 4, 2, ८ € रे है। तथापि अंतर तथा भाग साहचर्य नहीं हैं, क्योंकि (8-5) -3 #8 - (5-3) तथा 
(8+ 5) + $ +3). 


उदाहरण 37 सिद्ध कीजिए कि ८ #  -> ८ + 2 द्वारा प्रदत्त # : R  R -> र साहचर्य नहीं हे। 


हल संक्रिया # साहचर्य नहीं हे, क्योंकि 
(8+5)*¥3=(8+I0)+¥3=(8+I0)+6=24, 
जबकि 8 # (5 % 3)- 8 # (5+6)-8% ]] - 8 + 22 - 30. 
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टिप्पणी किसी द्विआधारी संक्रिया का साहचर्य गुणधर्म इस अर्थ में अत्यंत महत्वपूर्ण है कि हम व्यंजक 
८, * ०, * ... * ध, लिख सकते हैं, क्योंकि इस गुणधर्म के कारण यह संदिग्ध नहीं रह जाता है। परंतु 
इस गुणधर्म के अभाव में, व्यंजक ८, + 6, * ... * 4, संदिग्ध (40९८०४) रहता है, जब तक कि 
कोष्ठक का प्रयोग न किया जाए। स्मरण कीजिए कि पूर्ववर्ती कक्षाओं में, जब कभी अंतर या भाग को 
संक्रियाएँ अथवा एक से अधिक संक्रियाएँ संपन्न की गई थीं, तब कोष्ठकों का प्रयोग किया गया था। 

ह॒ में द्विआधारी संक्रिया '+' से संबंधित संख्या शून्य (2९7०) की एक रोचक विशेषता यह है कि 
a+0=a=0+4,V 4८ ह, अर्थात्‌, किसी भी संख्या में शून्य को जोड्ने पर वह संख्या अपरिवर्तित 
रहती है। परंतु गुणा की स्थिति में यह भूमिका (२००) संख्या ! द्वारा अदा की जाती है, क्योंकि 
axl=4=।%4, ५ ०८ ८ FR है। इससे निम्नलिखित परिभाषा प्राप्त होती है। 


परिभाषा ।3 किसी प्रदत्त द्विआधारी संक्रिया * : ^ ५^ -> ^, के लिए, एक अवयव ८८ 4, यदि 
इसका अस्तित्व है, तत्समक (५९०६४) कहलाता है, यदि ८*८=८०=०*, ४ 4८ ^हो। 


उदाहरण 38 सिद्ध कीजिए कि हि में शून्य (0) योग का तत्समक है तथा । गुणा का तत्समक है। परतु 
संक्रियाओं -: RR -> ९ और +: R, ५ FR. -> र, के लिए कोई तत्समक अवयव नहीं है। 


हल ८+0=0+4=०और ०%।=०=।%, ७८ ८ FR का तात्पर्यं है कि 0 तथा । क्रमशः 
“+° तथा 5०, के तत्समक अवयव हैं। साथ ही ह में ऐसा कोई अवयव ८ नहीं है कि ८-८ = 
०-०, ५4६ हे हो। इसी प्रकार हमें र. में कोई ऐसा अवयव ८ नहीं मिल सकता है कि 
a+e=e+a, ७4 ८ ॥ हो। अतः ` तथा + के तत्समक अवयव नहीं होते हैं। 


टिप्पणी हमें शून्य (0) धन संक्रिया का तत्समक है, किंतु यह च में धन संक्रिया का तत्समक नहीं 
है, क्योंकि 0 # च वास्तव में च में धन संक्रिया का कोई तत्समक नहीं होता है। 

हम पुनः देखते हैं कि धन संक्रिया +: RR -> रके लिए, किसी प्रदत्त ८ € R॒ से 
संबंधित रे में -८ का अस्तित्व इस प्रकार है कि ८+ (- 6) = 0 (+' का तत्समक) = (- ८) + 4. 


इसी प्रकार रे में गुणा संक्रिया के लिए, किसी प्रदत्त ०८ 2,८0 से संबंधित हम हमें को 


इस प्रकार चुन सकते हैं कि ० % न ।(*% का तत्समक) = ले » ० हो। इससे निम्नलिखित ता 
प्राप्त होती है। है है 

परिभाषा ।4 4 में तत्समक अवयव ८ वाले एक प्रदत्त द्विआधारी संक्रिया #: ^ %^ -> 4 के लिए 
किसी अवयव ८६ 4 को संक्रिया # के संदर्भ में व्युत्क्रमणीय कहते हैं, यदि / में एक ऐसे अवयव 
७ का अस्तित्व है कि ०+ ७ =९=*८ हो तो को ८ का प्रतिलोम (४९7५९) कहते हैं, जिसे 
प्रतीक ८ द्वारा निरूपित करते हैं। 
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उदाहरण 39 सिद्ध कीजिए कि (में धन संक्रिया '+' के लिए -6 का प्रतिलोम ८ है और ह में 
गुणा संक्रिया '” के लिए ०#0 का प्रतिलोम हि है। 
हल क्योंकि 4+ (-०)=०-०=0तथा (-५०)+ ०८ 0, इसलिए - ८ धन संक्रिया के लिए ८ 


का प्रतिलोम हे। इसी प्रकार, ८ #0, के लिए ८ % हि =]= हर » ८, जिसका तात्पर्य यह हे कि हर 
गुणा संक्रिया के लिए ८ का प्रतिलोम है। 
उदाहरण 40 सिद्ध कीजिए कि (में धन संक्रिया +' के लिए ८८ का प्रतिलोम -८ नहीं है 


में न ] वही 
और (में गुणा संक्रिया ०” के लिए ८६, 4# | का प्रतिलोम ठ नहं है। 


हल क्योंकि - ८ & \, इसलिए च में धन संक्रिया के लिए ८ का प्रतिलोम -८ नहीं हो सकता है 
यद्यपि -, प्रतिबंध ०+ (- ०) = 0 = (-०) + ० को संतुष्ट करता है। इसी प्रकार, ॥ में ०#] के 


लिए दि € \, जिसका अर्थ यह है कि । के अतिरिक्त ४ के किसी भी अवयव का प्रतिलोम N 


में गुणा संक्रिया के लिए नहीं होता है। 
उदाहरण 34, 36, 38 तथा 39 से स्पष्ट होता है कि रे में धन संक्रिया क्रमविनिमय तथा साहचर्य 
द्विआधारी संक्रिया है, जिसमें 0 तत्समक अवयव तथा ८८ 2, ५/८ का प्रतिलोम अवयव -6 होता 


है। 
| प्रश्नावली ].4 | 


।, निर्धारित कीजिए कि क्या निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित प्रत्येक सक्रिया « से एक 
द्विआधारी संक्रिया प्राप्त होती है या नहीं। उस दशा में जब + एक द्विआधारी संक्रिया नहीं हे, 
औचित्य भी बतलाइए। 


() 2 में, ०*=- ४ द्वारा परिभाषित संक्रिया * 
(i) 2" में, ०%} = ०७ द्वारा परिभाषित संक्रिया * 
(0) रे में, संक्रिया *, 4 * = 4७? द्वारा परिभाषित 
(४) Z'में, संक्रिया *, ० * ७ = | - ॥। द्वारा परिभाषित 
(०) 2 में, संक्रिया *, ८ * = ८ द्वारा परिभाषित 
2. निम्नलिखित परिभाषित प्रत्येक द्विआधारी संक्रिया # के लिए निर्धारित कीजिए कि क्या # 
द्विआधारी क्रमविनिमय है तथा क्या * साहचर्य है। 
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(0) 2 में, ८* 2-5 4-४ द्वारा परिभाषित 
(i) 0 में, ८ = - 49 + | द्वारा परिभाषित 


(ii) 0 में, 4* 9 < हर द्वारा परिभाषित 


(I) 2 में, ८* = 2 द्वारा परिभाषित 
(०) 2 में, 4 * = द्वारा परिभाषित 


(शं) R-{-l}म,axb= डा द्वारा परिभाषित 


3. समुच्चय {।, 2, 3, 4, 5} में ८ ^ # = निम्नतम {८, ४) द्वारा परिभाषित द्विआधारी संक्रिया पर 
विचार कीजिए। संक्रिया ^ के लिए संक्रिया सारणी लिखिए। 
4. समुच्चय {।, 2, 3, 4, 5} में, निम्नलिखित संक्रिया सारणी (सारणी ।.2) द्वारा परिभाषित, 
द्विआधारी सक्रिया * पर विचार कीजिए तथा 
0) (2 * 3) * 4 तथा 2 # (3 * 4) का परिकलन कोजिए। 
(0) क्या + क्रमविनिमेय है? 
(म) (2 * 3) * (4 * 5) का परिकलन कोजिए। 
(संकेत: निम्न सारणी का प्रयोग कौजिए।) 


सारणी ].2 





5. मान लीजिए कि समुच्चय {।, 2, 3,4, 5} में एक द्विआधारी संक्रिया #”, ० *” = ० तथा % 
का HF द्वारा परिभाषित है। क्या संक्रिया #' उर्पयुक्त प्रश्‍न 4 में परिभाषित संक्रिया # के 
समान है? अपने उत्तर का औचित्य भी बतलाइए। 

6. मान लीजिए कि च में एक द्विआधारी संक्रिया *, ० * ए = ० तथा & का [CM द्वारा परिभाषित 
है। निम्नलिखित ज्ञात कीजिए: 

(0) 5+7, 20% ]6 () क्या संक्रिय # क्रमविनिमेय है ? 
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(7) क्या # साहचर्य है? (9५) N में # का तत्समक अवयव ज्ञात कीजिए 
(") N के कौन से अवयव + संक्रिया के लिए व्युत्क्रमणीय हैं? 


. क्या समुच्चय {।,2,3,4,5} में 6* #- 4 तथा का [CM द्वारा परिभाषित * एक 


द्विआधारी संक्रिया हे? अपने उत्तर का औचित्य भी बतलाइए। 


, मान लीजिए कि में ८*=८तथा एका HCहF द्वारा परिभाषित एक द्विआधारी संक्रिया 


है। क्या # क्रमविनिमेय हे? क्या + साहचर्य हे? कया में इस द्विआधारी संक्रिया के तत्समक 
का अस्तित्व है? 


. मान लीजिए कि परिमेय संख्याओं के समुच्चय () में निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित # एक 
द्विआधारी संक्रिया हैः 
(0) a*b=a-b i) a*b=a’ +b: 
(i) a*b=a+ ab (५) 6 * b= (a- 2)* 
b 
(ए) a*b= (vi) ६* b = ab? 


ज्ञात कीजिए कि इनमें से कोन सी संक्रियाएँ क्रमविनिमेय हें और कौनसी साहचर्य हैं। 
प्रश्न 9 में दी गई संक्रियाओं में किसी का तत्समक हे, वह बतलाइए। 


मान लीजिए कि ७ - ५N हे तथा 4 में (८, 9) * (८, थ) = (८ +८, +) द्वारा परिभाषित 
एक द्विआधारी संक्रिया है। सिद्ध कीजिए कि # क्रमविनिमय तथा साहचर्य है। 4 में # का 
तत्समक अवयव, यदि कोई है, तो ज्ञात कोजिए। 


बतलाइए कि क्या निम्नलिखित कथन सत्य हैं या असत्य हैं। औचित्य भी बतलाइए। 
() समुच्चय च में किसी भी स्वेच्छ द्विआधारी साँक्रिया # के लिए ०*० =a, ae N 
(0) यदि (में # एक क्रमविनिमेय द्विआधारी संक्रिया हे, तो ८ 5 (छ # ८) = (८ * )) * 4 
4 * = ८ +} प्रकार से परिभाषित च में एक द्विआधारी संक्रिया * पर विचार कोजिए। अब 
निम्नलिखित में से सही उत्तर का चयन कीजिए 
* साहचर्य तथा क्रमविनिमेय दोनों हे 
# क्रमविनिमेय है किंतु साहचर्य नहीं है 
* साहचर्य है किंतु क्रमविनिमेय नहीं है 
$ न तो क्रमविनिमेय है और न साहचर्य है 


(A 


Ns 


(B 
(C 


जि जि 


(D 


Ns 
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विविध उदाहरण 


उदाहरण 4| यदि [२ | तथा ९, समुच्चय 4 में तुल्यता संबंध हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 2,7) 2, भी एक 
तुल्यता संबंध है। 

हल क्योंकि रतथा र्‌, तुल्यता संबंध है इसलिए (८,८) € R., तथा (०, 4) € R,, ७०८ / इसका 
तात्पर्यं है कि (८,८) € R,7 2,, ७ 4, जिससे सिद्ध होता है कि 2,7), स्वतुल्य है। पुनः 
(a,b)E ROR, (a,b)ER,तथा (6, 0) &€ R,= (2, 4) € रे, तथा (b,a)e€R,= 
(9, 4) € R, ^ R,, अतः 2,7, सममित है। इसी प्रकार (८, ७) € , ^ R, तथा (७, 0८ RNR, 
=> (०, ८) € र, तथा (८,८) € R, = (८,८) € R,^ R, इससे सिद्ध होता है कि R,7)2, संक्रामक 
है। अतः 2,72, एक तुल्यता संबंध है। 


उदाहरण 42 मान लीजिए कि समुच्चय 4 में धन पूर्णाकों के क्रमित युग्मों (००९९१ एai7ऽ) का 
एक संबंध 2, (४, )) 2 (४, ५), यदि और केवल यदि, ५» = )॥ द्वारा परिभाषित है। सिद्ध कीजिए 
कि 2 एक तुल्यता संबंध है। 


हल स्पष्टतया «,y)R,y), YO, ») € A, क्योंकि xy = yx हे | इससे स्पष्ट होता हे कि R 
स्वतुल्य है। पुनः (७, 9) र (u,v) ७ ८ 9४ जे ४५ ८ 7४ और इसलिए (४, ») R (5६, ))है । इससे 
स्पष्ट होता है कि 2 सममित है। इसी प्रकार (2, y)R (७, 2) तथा (४, 9) 7 (a,b) > xv = yu 


b a 
तथा ub = va > xv yu = Xv हल र 4 SAD Yh और इसलिए (४, y) R (4, 0)है। 


अतएव र संक्रामक है। अतः ९ एक तुल्यता संबंध है। 


उदाहरण 43 मान लीजिए कि % = {।, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}है। मान लीजिए कि £ में 
R, = ((५, )) : *-) संख्या 3 से भाज्य है} द्वारा प्रदत्त एक संबंध र, है तथा 2२, = {(४, )): {२, } 
- {।,4,7} या (४, 9) ८ {2, 5, 8} या {(*, ५} ८ {3, 6, 9} द्वारा प्रदत्त % में एक अन्य संबंध र, 
है। सिद्ध कीजिए कि र, = र_है। 


हल नोट कीजिए कि {।,4,7}, (2, 5, 8} तथा (3, 6, 9} समुच्चयों में से प्रत्येक का अभिलक्षण 
(character$tic) यह है कि इनके किसी भी दो अवयवों का अंतर 3 का एक गुणज है। इसलिए 
,)) € R,=> ४-9 संख्या 3 का गुणज है = {%, )} ८ {।, 4,7} या {, )) ८ {2, 5, 8} 
या {*, ५} ८ {3, 6, 9} = (», ) € R,, अतः र, < R.. इसी प्रकार {५, } € R, > {x,y} ८ 
{।,4,7} या {*,५}< (2, 5,8} या {2,५} < {3,6,9} = ४-५ संख्या 3 से भाज्य है = {, )} 
€ र.. इससे स्पष्ट होता है कि २, ८२. अतः 2, = र्‌, है। 


उदाहरण 44 मान लीजिए कि /: % -> ४ एक फलन है। £ में २ = {(८, 2): / (2) = 7 (9) | द्वारा 
प्रदत्त एक संबंध 2 परिभाषित कीजिए। जाँचिए कि क्या ९ एक तुल्यता संबंध है। 
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हल प्रत्येक ८ ८ 2 के लिए (७, 4) € र्‌, क्योंकि /(८) -/(४), जिससे स्पष्ट होता है कि र स्वतुल्य 
है। इसी प्रकार, (6, 9) € R => f(a) = f(b) = f(D) = f(a) = (9, 4) € र. इसलिए 2 सममित 
है। पुनः (०,७) € र्तथा (b, € R => f(a) = f(b) तथा f(b) = f(e) => f(a) = /(८) => 
(८, ८) € र, जिसका तात्पर्यं है कि र संक्रामक है। अतः 2 एक तुल्यता संबंध है। 


उदाहरणा 45 निर्धारित कीजिए कि समुच्चय हमें प्रदत्त निम्नलिखित द्विआधारी संक्रियाओं में से कौन 
सी साहचर्य हैं और कौन सी क्रमविनिमेय हैं। 


(a +b) 
(a) a*b=l,Va,bER (0) a*b= Er yYa,bER 


हल 
(8) स्पष्टतया परिभाषा द्वारा ०*=ऐ*4=], ५4,७६ R.साथ ही (4४) #* ८ = 
(I*८)=]तथा a*(b*xc=a*x(=l,ya,b,cE R अतः ए साहचर्य तथा 
क्रमविनिमेय दोनों है। 




















a+b b+a 
0) abe I 5४*०, ४ 4, ७ € र, जिससे स्पष्ट होता है कि # क्रमविनिमेय 
है। पुनः 
a+b 
(xb ०=| he 
2 
(“72 |+८ का 
2 moto e 
= 7 
फित b+c 
किंतु c+ x)= +| | 
b+c 
wd 2a+b+c _a+b+2c 
आ = ४ (सामान्यतः) 


अतः * साहचर्य नहीं है। 
उदाहरण 46 समुच्चय 4 = {।, 2, 3} से स्वयं तक सभी एकेकी फलन की संख्या ज्ञात कीजिए। 


हल {।,2, 3} से स्वयं तक एकैकी फलन केवल तीन प्रतीकों ], 2, 3 का क्रमचय है। अतः 
{।,2,3} से स्वयं तक के प्रतिचित्रों (ऽ) को कुल संख्या तीन प्रतीकों ।, 2 ,3 के क्रमचयों 
को कुल संख्या के बराबर होगी, जो कि 3! = 6 है। 
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उदाहरण 47 मान लीजिए कि ^= {।,2, 3) है। तब सिद्ध कीजिए कि ऐसे संबंधों की संख्या चार 
है, जिनमें (।, 2) तथा (2, 3) हैं और जो स्वतुल्य तथा संक्रामक तो हैं किंतु सममित नहीं हें। 


हल ((, ), (2, 2), (3, 3), (, 2), (2, 3), ((, 3)), (!,2) तथा (2, 3) अवयवों वाला वह सबसे छोटा 
संबंध र, है, जो स्वतुल्य तथा संक्रामक है किंतु सममित नहीं है। अब यदि र, में युग्म (2, ।) बढ़ा 
दें, तो प्राप्त संबंध (९, अब भी स्वतुल्य तथा संक्रामक है परंतु सममित नहीं है। इसी प्रकार, हम र, 
में (3, 2) बढ़ा कर 7२, प्राप्त कर सकते हैं, जिनमें अभीष्ट गुणधर्म हैं। तथापि हम 2, में किन्हीं दो युग्मों 
(2, ]), (3, 2) या एक युग्म (3, ]) को नहीं बढ़ा सकते हैं, क्योंकि ऐसा करने पर हम, संक्रामकता 
बनाए रखने के लिए, शेष युग्म को लेने के लिए बाध्य हो जाएँगे और इस प्रक्रिया द्वारा प्राप्त संबंध 
सममित भी हो जाएगा, जो अभीष्ट नहीं है। अतः अभीष्ट संबंधों की कुल संख्या तीन है। 


उदाहरण 48 सिद्ध कीजिए कि समुच्चय {।, 2, 3} में (।, 2) तथा (2, ]) को अन्तर्विष्ट करने वाले 
तुल्यता संबंधों की संख्या 2 है। 


हल (।, 2) तथा (2, ]) को अंतर्विष्ट करने वाला सबसे छोटा तुल्यता संबंध र,, {(], 7), (2, 2), 
(3,3), (,2), (2, ])} है। अब केवल 4 युग्म, नामतः (2,3), (3, 2), (।,3) तथा (3, ]) शेष बचते हैं। 
यदि हम इनमें से किसी एक को, जेसे (2, 3) को र में अंतर्विष्ट करते हैं, तो सममित के लिए 
हमें (3, 2) को भी लेना पड़ेगा, साथ ही संक्रमकता हेतु हम (।, 3) तथा (3, ) को लेने के 
लिए बाध्य होंगे। अतः 2, से बड़ा तुल्यता संबंध केवल सार्वत्रिक संबंध है। इससे स्पष्ट होता है कि 
(।, 2) तथा (2, ।) को अतर्विष्ट करने वाले तुल्यता संबंधों की कुल संख्या दो है। 
उदाहरण 49 सिद्ध कीजिए कि {], 2} में ऐसी द्विआधारी संक्रियाओं की संख्या केवल एक है, जिसका 
तत्समक । हैं तथा जिसके अतर्गत 2 का प्रतिलोम 2 है। 
हल {।,2} में कोई द्विआधारी संक्रिया +, {], 2} « {।, 2} से {, 2} में एक फलन है, अर्थात्‌ 
{(,),(I,2), (2, ]),©,2)} से {।,2} तक एक फलन। क्योंकि अभीष्ट द्विआधारी साँक्रिया * के 
लिए तत्समक अवयव । है, इसलिए, + (], ]) = ], * (, 2) = 2, * (2, ]) = 2 और युग्म (2, 2) 
के लिए ही केवल विकल्प शेष रह जाता है। क्योंकि 2 का प्रतिलोम 2 हे, इसलिए # (2, 2) आवश्यक 
रूप से । के बराबर है। अत: अभीष्ट द्विआधारी संक्रियाओं की संख्या केवल एक है। 
उदाहरण 50 तत्समक फलन ।_: \-> ४ पर विचार कीजिए, जो ]_ (2) = %, ५% € च द्वारा 
परिभाषित है। सिद्ध कीजिए कि, यद्यपि [_ आच्छादक है किंतु निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित फलन 
I. +I: N ~> N आच्छादक नहीं है 

+IDDO)=kO)+LkO)=x+x= 2x 
हल स्पष्टतया ।, आच्छादक है किंतु ], +, आच्छादक नहीं है। क्योंकि हम सहप्रांत च में 
एक अवयव 3 ले सकते हैं जिसके लिए प्रांत च में किसी ऐसे » का अस्तित्व नहीं है कि 
[,+],) (४) = 2% = 3 हो। 
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उदाहरण 5] /(४) = ऽ < द्वारा प्रदत्त फलन ‡: | 0, र | > तथा 2(2) = ००8 द्वारा प्रदत्त फलन 


g: | 0, | + र पर विचार कीजिए। सिद्ध कीजिए कि / तथा & एकैकी है, परंतु /+ ९ एकेकी नहीं 

है। 

हल क्‍योंकि | | , के दो भिन्न-भिन्न अवयवों & तथा 2, के लिए था 2, # आ। %, तथा 

८०5 ४, # ८05 », इसलिए / तथा ¢ दोनों ही आवश्यक रूप से एकैकी हैं। परंतु (/+ ४) (0) = 

sin 0+ ०05 05 | तथा (/+ ४) ; | = Sin +cos न =। है। अतः /+ ¢ एकैको नहीं है। 
अध्याय 7 पर विविध प्रशनावली 

।. मान लीजिए कि /: R->R,/(४) = 0%+7 द्वारा परिभाषित फलन है। एक ऐसा फलन 
8 : R ~> र ज्ञात कीजिए जिसके लिए ४ ०/=/० = |, हो। 

2. मान लीजिए कि f: WW, fm) =n-], यदि # विषम है तथा f)=n+],यदिn 
सम है, द्वारा परिभाषित है। सिद्ध कीजिए कि / व्युत्क्रमणीय है। / का प्रतिलोम ज्ञात कीजिए। 
यहाँ % समस्त पूर्णाकों का समुच्चय है। 

3. यदि /#: R-> 2 जहाँ /(2) = ५? - 3४+ 2 द्वारा परिभाषित है तो /(/(2)) ज्ञात कोजिए। 


4. सिद्ध कीजिए कि /:R-> (४८ R:-।<*<।} जहाँ ‡(2) = ला *€हRेद्वारा 


| 
परिभाषित फलन एकैकी तथा आच्छादक है। 

5. सिद्ध कीजिए कि /(%) = द्वारा प्रदत्त फलन /: R-> एकैक (Inj९t५९) है। 

6. दो फलनों /:\->7 तथा ४:7 -> 2 के उदाहरण दीजिए जो इस प्रकार हों कि, 2 ०7 
एकैक है परंतु & एकैक नहीं है। 
(संकेतन: /(४) = > तथा 2(४) = |४| पर विचार कौजिए।) 

7. दो फलनों /:\-चषतथा ¢:N-> चके उदाहरण दीजिए, जो इस प्रकार हों कि, 
४ ०/ आच्छादक है किंतु / आच्छादन नहीं है। 


x—l,x 
] 


| 
(संकेत: /(2) = «+ | तथा &(2) = „= ] पर विचार कोजिए। 


209-2020 


34 


I0. 
I. 


I2. 


I3. 


4. 


गणित 


एक अरिक्त समुच्चय % दिया हुआ है। ?(%) जो कि 2 के समस्त उपसमुच्चयों का समुच्चय 
है, पर विचार कोजिए। निम्नलिखित तरह से P(%) में एक संबंध 2 परिभाषित कीजिए: 
P(%) में उपसमुच्चयों A,B के लिए, ARB, यदि और केवल यदि ७ ८ 8 है। क्या R, P९९) 
में एक तुल्यता संबंध है? अपने उत्तर का औचित्य भी लिखिए। 

किसी प्रदत्त अरिक्त समुच्चय £ के लिए एक द्विआधारी संक्रिया * : PX) x PX) ~ PE) 
पर विचार कीजिए, जो A#B = AB, ७ ७, 8 € P) द्वारा परिभाषित है, जहाँ P(X) 
समुच्चय % का घात समुच्चय (009०: ५९४) है। सिद्ध कीजिए कि इस संक्रिया का तत्समक 
अवयव £ है तथा संक्रिया # के लिए (2) में केवल 2 व्युत्क्रमणीय अवयव है। 


समुच्चय {।, 2, 3, ... ,#} से स्वयं तक के समस्त आच्छादक फलनों की संख्या ज्ञात कोजिए। 
मान लीजिए कि $ = (०, 2, ८} तथा 7 = {, 2, 3) है। $ सेग तक के निम्नलिखित फलनों 
ए के लिए 7?” ज्ञात कीजिए, यदि उसका अस्तित्व है: 

(6) F= {(a,3),(b,2),(c,D)} 09) F={(a,2), (bl), (८, D)} 
4 *} = |4- | तथा 60 2४ ८ ०, ४ ०, £ ८ ह द्वारा परिभाषित द्विआधारी संक्रियाओं 
+: RXR->Rतथा०:RXR-> FR पर विचार कोजिए। सिद्ध कीजिए कि # क्रमविनिमेय 
है परंतु साहचर्य नहीं है, ० साहचर्य है परंतु क्रमविनिमेय नहीं है। पुनः सिद्ध कीजिए कि सभी 
०, 9, ० FR के लिए ० # (9 ०0८०) = (८ * 9) ० (८ * ८) है। [यदि ऐसा होता है, तो हम कहते 
हैं कि संक्रिया # संक्रिया 0 पर वितरित (9/७९४) होती है।] क्या ० संक्रिया # पर वितरित 
होती है? अपने उत्तर का औचित्य भी बतलाइए। 
किसी प्रदत्त अरिक्त समुच्चय > के लिए मान लीजिए कि *# : PX) % P%) > P९0), जहाँ 
A*XB=(A-B)U(B—A), YA,BE PE) द्वारा परिभाषित है। सिद्ध कीजिए कि रिक्त 
समुच्चय 0, संक्रिया # का तत्समक है तथा P(%) के समस्त अवयव 4 व्युत्क्रमणीय है. इस 
प्रकार कि A! = A. (संकेत : (७-0) ००५ (१- ७) 5 ७. तथा (७ - ७) ५/ (७ - 0) - 
Ax* / ८ (0)). 
निम्नलिखित प्रकार से समुच्चय (0, ।, 2, 3, 4, 5) में एक द्विआधारी संक्रिया # परिभाषित कीजिए 


a+b, यदि ८+ < 6 
a*b= 
८+-6, यदि +७26 


सिद्ध कीजिए कि शून्य (0) इस संक्रिया का तत्समक है तथा समुच्चय का प्रत्येक अवयव 
८४0 व्युत्क्रमणीय है, इस प्रकार कि 6-,८ का प्रतिलोम है। 
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मान लीजिए कि 4 = {-।, 0, ।, 2}, = {-4, - 2, 0, 2} और / ¢ : ^ -> 3, क्रमशः 


fO0)=x~ -», > € ७ तथा & (Fi 





] है 
का -|, € » द्वारा परिभाषित फलन हैं। क्‍या 
† तथा & समान हैं? अपने उत्तर का औचित्य भी बतलाइए। (संकेत: नोट कीजिए कि दो 
फलन /: ७-> 3 तथा ४ : 4 -> 3 समान कहलाते हैं यदि / (८) = (८) ५/० € ^ हो। 


यदि ^= {],2, 3} हो तो ऐसे संबंध जिनमें अवयव (।, 2) तथा (।,3) हों और जो स्वतुल्य 
तथा सममित हैं किंतु संक्रामक नहीं है, की संख्या है 


(A) ] (B) 2 (0) 3 (D) 4 
यदि ^ = {], 2, 3) हो तो अवयव (।, 2) वाले तुल्यता संबंधों को संख्या है। 
(A) ] (B) 2 (0) 3 (D) 4 


मान लीजिए कि /: -> हहे तब निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित चिहून फलन (Signum 
Function) है। 

Rg 

TOMS), x0 

—l,x<0 
तथा :2->2, ¢ (2) = [2], द्वारा प्रदत्त महत्तम पूर्णाक फलन है, जहाँ [४], + से कम या 
* के बराबर पूर्णाक है, तो क्या ४8 तथा ६०, अंतराल [0, ]] में संपाती (८०।८।4९) हैं? 
समुच्चय {८, ७} में द्विआधारी संक्रियाओं को संख्या है 
(A) I0 (B) I6 (C) 20 (D) 8 


सारांश 


इस अध्याय में, हमने विविध प्रकार के संबंधों, फलनों तथा द्विआधारी संक्रियाओं का अध्ययन किया 
है। इस अध्याय की मुख्य विषय-वस्तु निम्नलिखित है: 


+ 


° + ® 


+ 


ऋ में, 7-0 ८ » 5 द्वारा प्रदत्त संबंध ९, रिक्त संबंध होता है। 

ऋ में, =% 2% द्वारा प्रदत्त संबंध र, सार्वत्रिक संबंध है। 

% में, ऐसा संबंध कि ७०८८ %, (०,०) € ह, स्वतुल्य संबंध है। 

% में, इस प्रकार का संबंध 2, जो प्रतिबंध (८, 9) € रे का तात्पर्य है कि (७, 4) € R 
को संतुष्ट करता है सममित संबंध है। 

ऋ में, प्रतिबंध ९, (6, 0) € ्तथा (9, 0) € R=>(a,c)ER (००, 2, ८६ जे को संतुष्ट 
करने वाला संबंध र संक्रामक संबंध है। 
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गणित 


% में, संबंध 2, जो स्वतुल्य, सममित तथा संक्रामक है, तुल्यता संबंध है। 

% में, किसी तुल्यता संबंध ९ के लिए ८८ 2 के संगत तुल्यता वर्ग [८], % का वह 

उपसमुच्चय है जिसके सभी अवयव ८ से संबंधित हैं। 

एक फलन /#: % -> ४ एकैकी (अथवा एकैक) फलन है, यदि 

/ ७0५) ८5/(०५) जरे || =X, ए 5, 5, € 2 

एक फलन /: % -> ४ आच्छादक ( अथवा आच्छादी ) फलन है, यदि किसी प्रदत्त 
» € ४, 3४ ८ जे, इस प्रकार कि /(20 5८५ 

एक फलन/: £ -> ४ एकेकी तथा आच्छादक ( अथवा एकेकी आच्छादी ) फलन 

है, यदि / एकेकी तथा अच्छादक दोनों है। 

फलन/: & -> 3 तथा ¢ : 3 -> € का संयोजन, फलन ४०: ^ -> 0 है, जो ४०(४0) 

= 2(£(0)), ७ € ०» द्वारा प्रदत्त है। 

एक फलन /: % -> ४ व्युत्क्रमणीय है, यदि 3४: ४ -> 5, इस प्रकार कि ४०/= ।, तथा 

Jog = l.. 

एक फलन /: % -> ४ व्युत्कमणीय है, यदि और केवल यदि /# एकैको तथा आच्छादक है। 
किसी प्रदत्त परिमित समुच्चय % के लिए फलन /: % -> % एकैकी (तदानुसार 

आच्छादक) होता है, यदि और केवल यदि / आच्दछादक (तदानुसार एकैकी) है। यह 

किसी परिमित समुच्चय का अभिलाक्षणिक गुणधर्म (Characterstic Property) है। यह 

अपरिमित समुच्चय के लिए सत्य नहीं है। 

/ में एक द्विआधारी संक्रिया +, 4 » ^ से ^ तक एक फलन # है। 

एक अवयव ८८६ १%, ट्विआधारी संक्रिया * : % » 2% -> %, का तत्समक अवयव है, यदि 

a*e=a=e*a,VYaEX 

कोई अवयव ८ ८ 2% द्विआधारी संक्रिया * : % ५ 2% -> %, के लिए व्युत्क्रमणीय 

होता है, यदि एक ऐसे ४८ 2% का अस्तित्व है कि ०+*=८०=७*० है जहाँ 

८ द्विआधारी संक्रिया * का तत्समक है। अवयव ४, ८ का प्रतिलोम कहलाता है, जिसे 

८7 से निरूपित करते हैं। 

% का एक सक्रिया #, क्रमविनिमय है यदि ८+ = * 4, ya, be X 

% में, एक संक्रिया +, साहचर्य है यदि (ध* 9) +c =a*(b*c),yab,ceX 
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संबंध एवं फलन 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


फलन को संकल्पना, R. ९५८१7४९५ (सन्‌ 596-650 ई.) से प्रारंभ हो कर एक लंबे 
अंतराल में विकसित हुई है। ९८१7४९७ ने सन्‌ 637 ई. में अपनी पांडुलिपि “Geometrie” 
में शब्द 'फलन' का प्रयोग, ज्यामितीय वक्रों, जेसे अतिपरवलय (॥४९7७०।३) , परिवलय 
(Parab०I4) तथा दीर्घवृत्त (£५९), का अध्ययन करते समय, एक चर राशि » के धन पूर्णांक 
घात %"के अर्थ में किया था। ]०९५ (०९०४ (सन्‌ ।636-675 ई.) ने अपनी कृति “ Vera 
Circuliet Hyperbolae Quadratura” (सन्‌ 667 इ.) में, फलन को एक ऐसी राशि माना था, 
जो किसी अन्य राशि पर बीजीय अथवा अन्य संक्रियाओं को उत्तरोत्तर प्रयोग करने से प्राप्त होती 
है। बाद में 6. W. Leibnitz (646-76 ई.) नें ।673 ई. में लिखित अपनी पांडुलिपि 
“Methodus tangentium inversa, seu de functionibus” में शब्द “फलन' को किसी ऐसी 
राशि के अर्थ में प्रयोग किया, जो किसी वक्र के एक बिंदु से दूसरे बिंदु तक इस प्रकार परिवर्तित 
होती रहती है, जैसे वक्र पर बिंदु के निर्देशांक, वक्र की प्रबणता, वक्र की स्पर्शी तथा अभिलंब 
परिवर्तित होते हैं। तथापि अपनी कृति “$०३? (।74 ई. में ९७7/४7 ने फलन को एक चर 
पर आधारित राशि के रूप में प्रयोग किया था। वाक्यांश ४ का फलन” प्रयोग में लाने वाले वे 
सर्वप्रथम व्यक्ति थे। John Bernoulli (I667-748 ई.) ने सर्वप्रथम ।78 ई. में संकेतन 
(Notation) 0» को वाक्यांश का फलन” को प्रकट करने के लिए किया था। परतु फलन 
को निरूपित करने के लिए प्रतीकों, जैसे / F, 0, % ... का व्यापक प्रयोग Leonhard Euler 
(707-783 ई.) द्वारा [734 ई. में अपनी पांडुलिपि “Analysis Infinitorium” के प्रथम खण्ड 
में किया गया था। बाद में Joeph Louis Lagrange (736-I8.3 ई.) ने 793 ई. में अपनी 
पांडुलिपि “Theorie des functions anal9tiques” प्रकाशित को, जिसमें उन्होंने विश्लेषणात्मक 
(A॥4।४४८) फलन के बारे में परिचर्चा कौ थी तथा संकेतन / (४), F), (४) आदि का प्रयोग 
* के भिन्न-भिन्न फलनों के लिए किया था। तदोपरांत Lejeunne Dirichlet (I805-859 ई.) ने 
फलन की परिभाषा दी। जिसका प्रयोग उस समय तक होता रहा जब तक वर्तमान काल में फलन 
को समुच्चय सैद्धांतिक परिभाषा का प्रचलन नहीं हुआ, जो 6०0०४ C2n० (।845-98 ई) 
द्वारा विकसित समुच्चय सिद्धांत के बाद हुआ। वर्तमान काल में प्रचलित फलन को समुच्चय 
सैद्धांतिक परिभाषा Dr८॥।९४ द्वारा प्रदत्त फलन की परिभाषा का मात्र अमूर्तीकरण 
(Abstraction) है। 


CO ] + nn] 
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